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Vorwort

Dies ist eine lose Sammlung von untereinander unabhéngigen Aktivitdten zu Themen der klassischen Me-
chanik, speziellen Relativitdtstheorie, sowie Lagrange- und Hamilton-Mechanik. Fiir jede Aktivitdt sind
Losungen, weiterfiithrende Bemerkungen und passende Literatur aufgefiihrt.

Die Aktivititen entwarf ich als Teil der wochentlichen von mir geleiteten Ubungsdoppellektion, welche die
Vorlesung Allgemeine Mechanik ' von PROF. DR. RENATO RENNER 2 im Herbstsemester 2021 an der
ETH Ziirich begleitete. Insgesamt wurden sieben Ubungen bei verschiedenen Ubungsassistenten angeboten
und die Studierenden konnten ihre bevorzugte Ubung auswihlen. Die Gestaltung der Ubungslektionen war
den Ubungsassistenten fast komplett selber iiberlassen, was sicherlich die Entstehung dieser Aktivititen
begiinstigt hat.

Pro Woche wurde nebst anderen Inhaltspunkten in meiner Doppellektion eine Aktivitidt behandelt (mit
Ausnahme von ein paar Wochen). Die Studierenden hatten in der Regel 15-20min Zeit, um vorzugsweise zu
zweit oder in Gruppen eine Teilaufgabe der Aktivitit zu bearbeiten. Die Teilaufgaben standen jeweils frei
zur Auswahl. Anschliessend erklirte ich die Teilaufgaben jeweils kurz. Wenige Tage nach der Ubungslektion
veroffentlichte ich dann jeweils die Losungen.

Ich verfolgte mit den Aktivitéiten folgende Ziele:

(i) Die Behandlung der Aktivitditen in der Ubungslektion sollten zu einem vertieften Auseinandersetzen
mit dem Stoff der Aktivitéit fithren, und somit mit dem aktuellen Stoff der Vorlesung.

Die Teilaufgaben der Aktivitdt sind deshalb eher Verstdndnisfragen, Diskussionsfragen, Interpretati-
onsfragen (im Sinn von physikalischer Interpretation) und Intuitionsfragen, statt Rechenaufgaben.

Zudem sind die Teilaufgaben bewusst nicht einfach; ich habe deshalb auch explizit nicht erwartet, dass
ein Paar oder eine Gruppe alle Teilaufgaben innerhalb der gegebenen Zeit 16st. Das Ziel war jeweils
bereits nur die Diskussion einer Teilaufgabe.

(ii) Zusammen mit den Losungen sollen die Aktivititen sinnvolle Beispiele, Anwendungen und auch Ex-
kurse fiir die Themen der Vorlesung liefern. Deshalb habe ich auch die Losung jeweils moglichst
ausfiihrlich geschrieben.

(iii) Jede Aktivitdt soll ein interessantes und manchmal auch iiberraschendes Thema behandeln. In allen
Themen gibt es sicherlich mehr zu entdecken, als man anfinglich vermutet.

Ich hoffe, dass die einte oder andere Aktivitéit auch ab und zu eine Studentin oder einen Studenten
dazu bewegt hat, sich genauer ins Thema einzulesen, und so vielleicht weiter Konzepte zu entdecken.

Seit den Ubungslektionen wurden Tippfehler in den Aktivititen und Losungen korrigiert, und jede Aktivitit
um einen Abschnitt mit weiterfithrenden Bemerkungen und passender Literatur ergédnzt. Aktivitdt 9 zur
mechanischen Ahnlichkeit wurde etwas umgeschrieben, weil die Version der Ubungslektion zu verworren
war. Die restlichen Aktivititen wurden fast ohne Anderungen hier iibernommen. Die Aktivititen 7 zu
Ungleichungen fiir zeitartige 4er-Vektoren und 11 zum Noether-Theorem im Hamilton-Formalismus wurden
nicht in der Ubungslektion behandelt; Aktivitdt 7 wurde interessierten Studierenden aber zur Verfiigung
gestellt, wiahrend 11 bisher unveréffentlicht war.

Thttp://waw. vorlesungsverzeichnis.ethz.ch/Vorlesungsverzeichnis/lerneinheit.view?lerneinheitId=147764&
semkez=2021W
2Institut fiir Theoretische Physik, ETH Ziirich, Schweiz.
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1

Wir betrachten das Foucault’sche Pendel: ein Pendel mit Fadenldnge
{, das auf der Erde an einem Punkt P mit Polwinkel 6 aufgehidngt

Foucault’sches Pendel

&1

T3

ist (Breitengrad m/2 — ). Wir betrachten das Pendel in einem Koor-

dinatensystem, welches fest an der Erde befestigt und am Punkt P
zentriert ist: x; zeigt nach Siiden, x5 nach Osten und x3 nach oben. ') To

(a)

Vernachlissigen Sie vorerst die Erdrotation . Argumentieren
Sie, dass fiir kleine Auslenkungen des Pendels die Bewegung der
Pendelmasse approximativ auf die x1-xo-Ebene beschrinkt ist.
Zeigen Sie, dass dann die Bewegungsgleichungen

T+ ;‘12371 =0, To + ,"621‘2 =0

gelten und bestimmen Sie x2.

Jetzt nehmen wir die Erdrotation hinzu. Die Zentrifugalbeschleunigung kénnen wir immer noch ver-
nachléssigen, weil sie von der Ordnung O(w?) ist, und wT < 1, wobei T' die Periode des Pendels
(ohne Erdrotation) bezeichnet und w = |&| & 1/24h. Die Coriolisbeschleunigung ist hingegen O(w)
und muss beriicksichtigt werden: )

ac = —2W X T.

Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichungen jetzt folgendermassen aussehen:

i‘l + H2£E1 = 2wcosf $.27 i’g + H2£172 = —2wcosf i‘l.

Fiihren Sie die komplexe Variable & := 1 + ix3 ein. Zeigen Sie, dass die vorherigen Bewegungsglei-
chungen in der Form ) )
£+ 2iwcos B¢ + k2 =0

geschrieben werden konnen.

Losen Sie die komplexen Bewegungsgleichungen mit einem geeigneten Ansatz fiir den Fall w < k.
Zeigen Sie, dass sich die Schwingungsrichtung des Pendels in der x1-z2-Ebene mit der Kreisfrequenz

QO =wcosb

dreht.
Hinweis: Verwenden Sie, dass vVw?cos? 0 + k? = K (1 + %%z cos?f + O (2’—2))



Losung

(a)

Wir kénnen die Position des Pendels mit zwei Winkeln « (Aus-
lenkung) und ¢ (Drehung um die Vertikale) beschreiben, siehe 3
die Abbildung rechts.

Die senkrecht nach unten gerichtete Gravitationskraft fiihrt Q
bloss zu einer riicktreibenden Kraft in a-Richtung: I

d:—%sina:f%aJrO(ozs), @ =0.

Es gilt s = [sina = la 4+ O(a?) (vgl. Abbildung), also g 2
§=1o=—ga+0(®) = —%5+0(a?’). x; v

Wir nehmen nun an, dass o < 1 so klein ist, dass wir Terme von
Ordnung O(a?) und hoher vernachlissigen kénnen. Dabei finden wir auch, dass wir die 23-Koordinate
der Pendelmasse effektiv auf 23 = 0 setzen kénnen, da

23 =1(1—cosa)=1(1—-1+0(a?)) = O(a?).

Unsere Pendelmasse bewegt sich also fiir geniigend kleine o in der Ebene 2 = 0 und erfihrt eine
radiale Beschleunigung §.
Wir kénnen diese Beschleunigung nun noch in ihre beiden Komponenten aufteilen:

.. .. r1 g g
] =CO8Sp S§=——=8=—=0x]
sl l

und analog

:,.U.Q = —=T2.

~|Q

Wir finden somit, dass k2 = g/I.

Wir berechnen & x & = T1W X €1 +To0 X €5. Aus der Geometrie der Abbildung in der Aufgabenstellung
folgt, dass

—

T160 X €] = éxdqwsin(m/2 4 0) = €xdqw cos

und
Lol X €y = —€1Xow cos  — €3Low sin b.

Wenn wir nun noch das Minuszeichen in dc = —24 X Z beachten, folgt die Aussage.

Alternativ kénnen wir auch die Komponenten von & im Koordinatensystem x!, 22, z3 aufschreiben

und das Kreuzprodukt explizit ausrechnen:

—sind T 2wcosf - o
—20 X ¥ = —2w 0 X |22 | = —2wcosb -1
cos 0 2wsinf - io

In beiden Methoden kénnen wir die dritte Komponente der Coriolisbeschleunigung gegeniiber der viel
stiarkeren Gravitationsbeschleunigung ignorieren.

Eine direkte Rechnung zeigt
é: T1 +idy = —H2(.’b1 +ixg) + 2wcos b Tg — 2iwcosf &1 = —k2%€ — 2iw cos O §
Wir versuchen den Ansatz ¢ o< e***. Einsetzen in die Differentialgleichung aus (c) und kiirzen mit e***

ergibt
22 —2whcosf + K2 = 0.

Die beiden Losungen sind

1 lw? wt
A = —wecosf £ —=v/4w?cos? 0 + 4k2 = —wcosf Ltk |[1+=—5cos”0+0( — | ).
2 2 K2 K4



Wenn wir nur Terme bis und mit Ordnung O(w/k) behalten (weil w < k), dann erhalten wir die
allgemeine Losung A ‘ ‘
5 — g iwcos 0-t (Aleznt + A2677,m‘/) ,

wobei Ay, A; € C.

Der Term in Klammern beschreibt die harmonische Schwingung eines Pendels in zwei Dimensionen,
ohne weitere dussere Einfliisse. Die komplexe Phase e~ %% hat zur Folge, dass sich die Schwin-
gungsebene mit der Zeit dreht, und zwar mit einer Kreisfrequenz €2 = w cos § um die negative z3-Achse
(mit Drehsinn gegeben durch die rechte Hand).

An den Polen (§ = 0, § = 7) dreht sich die Schwingungsrichtung eines solchen Pendels also genau
um 27 alle 24 Stunden. Wir kénnen z.B. am Nordpol auch sofort sehen, dass das Minuszeichen im
Exponenten Sinn macht: die Erde dreht sich nach Osten, was am Nordpol Drehung um die x3-Achse
entspricht; die in z-Koordinaten wahrgenommen Drehung der Schwingungsebene ist also umgekehrt,
um die negative x3-Achse. Am Siidpol ist die Ausrichtung der z3-Achse gerade umgekehrt, aber dafiir
cosf = —1. An den Breitengraden zwischen den Polen dauert eine Prizession des Pendels ldnger als
24 Stunden, am Aquator fillt sie sogar ganz aus. Ist w bekannt, lisst sich mit einem Foucaultschen
Pendel der Breitengrad bestimmen. Die Prézession an sich zeigt auch bereits, dass sich die Erde dreht.

Weiterfiihrende Bemerkungen und Literatur

Die Aktivitét basiert auf Aufgabe 3 in Kapitel §39 von [9].

Die Coriolisbeschleunigung (die in der Aktivitdt vorausgesetzt wurde) und die Zentrifugalbeschleunigung
lassen sich aus der Bewegung des rotierenden Bezugssystems (hier x;, 9, 3, befestigt an der Erde) relativ
zu einem Inertialsystem (hier z.B. das Bezugssystem, in dem die Fixsterne ruhen ') herleiten. Siehe z.B.
Kapitel 19-4 von [14] fiir eine eher intuitive Erkldrung ausgehend von den Newtonschen Gleichungen und
Kapitel §39 von [9] fiir eine Herleitung ausgehend von Lagrange-Mechanik.

Vereinfachung durch komplexe Variablen In der Aktivitdt haben wir ein reelles System zweier Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung in eine einzige komplexe Differenzialgleichung zweiter Ordnung umge-
wandelt, indem wir die beiden Variablen als Real- und Imaginérteil einer komplexen Variablen auffassten.

Solch ein Ansatz kann hilfreich sein, wenn eine Rotation der Koordinaten z; und x5 als Losung erwartet
wird, also z1(t) = Acos(wt), z2(t) = Asin(wt). Denn solch eine Rotation kann komplex als x1(t) + iza(t) =
Ae™* geschrieben werden. In unserem Fall erwarten wir nicht bloss eine Rotation, sondern auch noch eine
Schwingung (eine periodische Zu- und Abnahme von A), aber der Ansatz funktioniert trotzdem.

In Aktivitdt 3 werden wir ebenfalls zwei reelle Variablen zu einer einzigen komplexen Variable kombinieren,
um das Problem zu vereinfachen. Nur werden es dort nicht zwei Koordinaten sein, sondern eine Koordinate
und ihre Zeitableitung.

IDies ist in sehr guter Niherung ein Inertialsystem.



2 Eigenschwingungen von gekoppelten
Pendeln

Wir betrachten ein Federpendel mit zwei schwingenden Massen m ohne Gravitation. Die Federkonstanten
sind k respektive K und es sei vk < VK. Die Auslenkungen aus der Ruhelage der Massen schreiben wir
mit x7 und xs.

X1 i)
K k K

(a) Zeigen Sie, dass die folgende Bewegungsgleichung gilt:

iz T1\ i -k —-—K k T
dt2 \zo] m k —k-—K] \zy)"
(b) Versuchen Sie, die beiden Eigenschwingungen (Lésungen, bei denen sich beide Massen mit der gleichen

Frequenz bewegen) qualitativ zu finden und aufzuschreiben, ohne die Eigenwerte und Eigenvektoren
der obigen Matrix zu berechnen.

(c¢) Finden Sie die Frequenzen der Eigenschwingungen durch bestimmen der Eigenwerte der Matrix. Be-
stimmen Sie auch die Eigenvektoren und vergleichen Sie mit Ihren intuitiven Resultaten aus (b).
Welche der Eigenschwingungen hat eine hohere Frequenz? Wieso macht das Sinn?

(d) Erkldren Sie, warum die allgemeine Losung durch

<x1> =A<1> sin (wy -t+«)+ B ( 1>sin(w2~t—|—ﬂ), A B,a,p8 eR.
T2 1 -1

gegeben ist, mit w? = K/m und w? = 2k/m + K/m.

(e) Beit = 0 sollen sich beide Massen in der Ruheposition befinden (z1(0) = 22(0) = 0). Masse 1 wurde
kurz zuvor angestossen, sodass 1 (0) = v, Masse 2 befindet sich bei ¢ = 0 in Ruhe. Zeigen Sie, dass
Masse 1 nach endlicher Zeit beinahe stillsteht.

Hinweis: Verwenden Sie

! L+ ow/r)

wa w1\/1+2k/K:w1

sin @ 4 sin ¢ = 2sin (0_|2—¢> cos (H;b) .

und das Additionstheorem



Losung

(a)

Auf Teilchen 1 wirken zwei Krifte: die Federkraft — Kz der linken Feder und die Federkraft —kz;+kxo
der mittleren Feder. Von den Vorzeichen iiberzeugen wir uns, indem wir uns vorstellen, dass Teilchen
1 und 2 der Reihe nach leicht aus der Ruhelage 1 = zo2 = 0 verschoben werden. Analog wirken auf
Teilchen 2 die beiden Federkréfte —Kxs und —kxo + kxq der rechten und mittleren Feder. Somit folgt

d72 T 7& k- K k T gé T
dt? To 7m k -K —k T2 7'771 T '

Falls 1 = x4, so ist die mittlere Feder ungespannt und ihre Kraft verschwindet. Zudem {iiben die
beiden Federn auf den Seiten dieselbe Kraft aus. Es sollte deshalb zu einer Oszillation mit x4 (¢) =
x2(t) x cos(w; - t) kommen, mit irgendeiner Frequenz wy, die durch K und m alleine bestimmt sein
sollte, weil k£ hier keine Rolle spielt. Die beiden Massen schwingen sozusagen als eine einzige Masse,
siehe (i) in der Abbildung unten.

Falls £7 = —xq, so ist die Situation perfekt symmetrisch. Wir vermuten deshalb, dass die beiden
Massen nun entgegengesetzt schwingen: x1(t) = —z2(t) x cos(ws - t), mit einer anderen Frequenz wa,
die auch von k abhingen sollte, da die mittlere Feder jetzt zur Schwingung beitrigt. Siehe (ii) in der
Abbildung unten.

Das charakteristische Polynom der Matrix A aus (a) ist
charg(\) = A+ k+ K)?2 —k* = N2+ 22Xk + K) + (k + K)? — k2.

Die Nullstellen sind

Mo=—(k+K)+ %\/4(k+K)2 —4(k+K)2+4k2 = —(k+ K) + k.

Die Eigenwerte von A/m sind also Aj2/m. Nun wissen wir, dass die komplexen Eigenfrequenzen
die zweiten Wurzeln von A o sind, weil die Differentialgleichung aus (a) zweiter Ordnung ist. Die
komplexen Eigenfrequenzen sind also

tiwy, wp =+/K/m, tiws, wa=+/2k/m+ K/m.

Alle vier sind rein imaginér. Die vier Eigenschwingungen sind also reine Oszillationen (keine exponen-
tielle Zu- oder Abnahme der Amplitude), mit den Frequenzen w; und ws.

+iwit +iwot

Die Eigenschwingungen sind nun vje und vge , wobei v; und vy Eigenvektoren von A/m
zu den Eigenwerten \;/m und Ay/m sind. Mit (b) raten wir diese Vektoren als v; = (1,1)T und
vy = (1,—1)T. Tatséchlich ist dies der Fall, wie eine direkte Rechnung zeigt. Natiirlich kénnen wir vy
und ve aber auch durch Losen von linearen Gleichungssystemen finden.

Zum Schluss bemerken wir, dass w; < ws. Dies macht Sinn, weil in der zweiten Eigenmode (Fre-
quenz ws) alle drei Federn beteiligt sind, in der ersten (Frequenz w;) aber nur die beiden dusseren.
Deshalb erwarten wir bei der zweiten Mode auch grossere wirkende Kréfte und somit eine grossere
Schwingfrequenz.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist eine Linearkombination der Eigenschwingungen
aus (c):

€2

Wir interessieren uns aber nur fiir physikalische Losungen, also solche mit reellen z; und z2. Damit
die Imaginérteile der Ausdriicke in Klammern null sind, muss A_ = A, und B_ = B, gelten. Wir



schreiben nun A, = Ae’®4 /2 und By = Be'®? /2 mit A, B, ¢4, ¢p € R und erhalten

<m1> =A <1> cos(wit+¢a)+ B ( : > cos(wat + ¢pp) = A <1> sin(wit+a)+ B ( ! ) sin(wat + ),
2 1 1 1 ~1

mit @« = ¢4 +7/2 und § = ¢pp + /2.
(e) 1(0) = x2(0) = 0 verlangt o = 8 = 0. £1(0) = v und 42(0) = 0 fithrt zu Aw; = Bwy und

Awi + Bws = v. Also,
v v

T 2w T 2wy

Die Losung zu den gegebenen Anfangswerten ist also

w1\ v [sin(wit)/wr + sin(wat)/wa
z2) 2 \sin(wit)/wy — sin(wat) /wy )
Um den Ausdruck fiir z; zu vereinfachen, verwenden wir den ersten Hinweis:

1 1 1 1 k k? 11 k
— = = =—|1—-—=+0 —5 =—+—0(=],
w2 \2k/m+ K/m  wi\/1+2k/K w1 K K wi  wr \ K

wobei wir Terme ab O(k/K) vernachlissigen, weil vk < v/ K. Mit dieser Néherung ist

() +sinagt) = in (2152 ) os (21522

20.)1 w1

Z1

wobei wir den zweiten Hinweis einsetzten. Wir bemerken, dass wir im Sinus und Kosinus ws nicht mit
w1 approximieren, da t potentiell sehr gross werden koénnte.

21 ~ 0 kommt vor, wenn der langsam variierende Kosinus-Term null ist, also zum ersten Mal bei

2

‘ _7T
! 2|W1—(U2|'

Nach der Zeit ¢t; hat die mittlere Feder also fast die ganze Energie der ersten Masse auf die zweite
iibertragen.

Weiterfiihrende Bemerkungen und Literatur

In der Losung wurden folgende zwei Resultate aus der Theorie der Differentialgleichungen verwendet:
Satz. Betrachte ein lineares System von £ Differentialgleichungen der Ordnung n, sprich

dm dr-1 d _ .
An(t)@y(t) + An—l(t)Wy(t) +ooF Al(t)ay(t) + Ao(t)y(t) = 0,

mit 5j(t) € C* und Ag(t),..., A, (t) € Matsy(C).
Die Lisungen §(t) dieses Gleichungssystems bilden einen Vektorraum der Dimension ¢ X n.

Lemma. Betrachte ein lineares System von £ Differentialgleichungen der Ordnung n mit konstanten Koef-
fizienten und spezieller Form

ar _ B
I = Ag), () € CY, A€ Matyx,.

Falls X\ # 0 ein Eigenwert von A und Uy # 0 der dazugehorige Figenvektor ist, dann sind
J(t) = tye VA, VX € {n-te Wurzeln von \}. (2.1)

n linear unabhdngige Losungen des Differentialgleichungssystems.



Falls 0 ein Eigenvektor von A und vy # 0 der dazugehdrige Figenvektor ist, dann sind
7(t) = vot®, k=0,1,....,n—1 (2.2)

n linear unabhdngige Lisungen des Differentialgleichungssystems.

Zusammenfassend liefert jeder Eigenraum von A mit Dimension k so k xXn linear unabhdngige Losungen. Ist
A diagonalisierbar, wird der ganze Liosungsraum des Differenzialgleichungssystems durch solche Ldsungen
aufgespannt.

Losungen der Form (2.1) heissen Figenschwingungen; /A nennen wir die dazugehorige kompleze Eigenfre-
quenz. Ihr Imaginérteil bestimmt, wie schnell die Losung oszilliert, ihr Realteil, ob und wie stark die Lésung
im Betrag exponentiell zu- oder abnimmt. Manchmal werden (2.2) auch als Eigenschwingungen gezéhlt, mit
Eigenfrequenz null.

In der Aktivitdt haben wir gerade ein Differentialgleichungssystem wie im Lemma, mit £ = 2 und n = 2.
Weiter sind alle Eigenwerte ungleich null, also kommen nur Losungen der Form (2.1) in Frage. Da wir zwei
verschiedene Eigenwerte haben, kénnen wir mit dem Lemma eine Basis des Losungsraums finden.

Beweis des Lemmas. Angenommen, )\ # 0 ist ein Eigenwert von A mit Eigenvektor vy # 0. Dann ist

dn n, n n n, - n, = n,
o (ﬁAe ﬁt) =Ty (\ﬂ) e V2 — e VO = Agye VA,

Angenommen, 0 ist ein Eigenvektor von A mit Eigenwert vy # 0. Dann ist

a* . = =k

@(’Uot ) ZO:A’UQ:A’U()t ,

wenn k < n. In beiden Fillen sind die n Funktionen linear unabhéngig; im ersten Fall, weil Exponential-
funktionen mit unterschiedlichen Exponenten linear unabhingig sind, im zweiten Fall, weil Monome t* mit
verschiedenen k linear unabhéngig sind.

Ein Eigenraum der Dimension k besitzt per Definition k linear unabhéngige Eigenvektoren ungleich null,
also folgt auch die zusammenfassende Aussage. A besitzt eine Basis aus Eigenvektoren, genau dann, wenn
A diagonalisierbar ist. O

Beweisskizze des Satzes. Wir bendtigen fiir den Beweis den Satz von Piccard-Lindeldf. Er besagt grob
gesagt, dass ein System von ¢ Differentialgleichungen erster Ordnung eine eindeutige Losung besitzen, wenn
¢ Anfangswerte fiir die Losungsfunktionen angegeben werden und das Differentialgleichungssystem die soge-
nannte Lipschitz-Bedingung erfiillt. Nun koénnen wir ein System von ¢ Differentialgleichungen n-ter Ordnung
stets in ein System von n x ¢ Differentialgleichungen erster Ordnung umschreiben, wobei die k-ten Ablei-
tungen der Losungsfunktionen fiir £ = 1,...,n — 1 als neue Losungsfunktionen aufgefasst werden. Die
Anfangsbedingungen sind also die Anfangswerte der urspriinglichen ¢ Losungsfunktionen, zusammen mit
den Anfangswerten ihrer k-ten Ableitungen (k=1,...,n —1).

Die moglichen Anfangswerte unseres Differentialgleichungssystems bilden somit einen Vektorraum der Di-
mension £ X n. Aber nun ist das System linear: das heisst, Linearkombinationen von Losungen sind wieder
Losungen. Die Menge aller Losungen ist somit ein Vektorraum. Da jede Losung natiirlicherweise eindeutige
Anfangsbedingungen besitzt und wegen dem Satz von Piccard-Lindel6f auch umgekehrt jede Anfangsbe-
dingung eine eindeutige Losung ergibt (vorausgesetzt, die Lipschitz-Bedingung gilt), ist der Losungsraum
isomorph zum Vektorraum der Anfangsbedingungen. Der Losungsraum hat also auch Dimension £ X n.

Dies funktioniert natiirlich nur, wenn die Lipschitz-Bedingung erfiillt ist. Es kann gezeigt werden, dass diese
fiir Differentialgleichungssysteme der betrachteten Form immer erfiillt ist. O

Zum Schluss bemerken wir, dass der Beweis einiges einfacher wird, wenn wir nur Matrizen Ag,..., A,
betrachten, die nicht von ¢ abhéngen. Dann kann die Losung des Anfangswertproblems nédmlich durch das
Matrixexponential bestimmt werden. Die Dimension des Losungsraums folgt dann aus den Eigenschaften
des Matrixexponentials.

Siehe z.B. [12] fiir eine ausfiihrliche Behandlung gewoéhnlicher Differentialgleichungen, inklusive mathema-
tischen Details, die wir hier ausgelassen haben.
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3

Komplexer Ansatz fiir Oszillator mit
allgemeiner Inhomogenitat

Betrachten Sie die Bewegungsgleichung eines erzwungenen, eindimensionalen harmonischen Oszillators:

i+ wir = %, (3.1)

mit der Oszillatormasse m und einer allgemeinen, zeitabhéngigen Kraft f(t).

(a)

Zeigen Sie, dass (3.1) folgendermassen in eine neue ODE mit Inhomogenitét umgeschrieben werden
kann:
Q)

£ —iwE = T G=dtien (3.2)

Wieso lohnt sich diese Umformung?
Hinweis: Auch fir diese DG kinnen wir Propagatoren einsetzen; ist der Propagator fiir € einfacher
als fir (x,)?

Berechnen Sie den Propagator P(t,s) des homogenen Problems. Sie sollten P(t,s)§s = eiw(t=s)¢,
erhalten. Setzen Sie dies in die Duhamel-Formel

¢ "
) = P+ [ ar penl)

0 m
ein, um die Losung £(t) aus den Anfangsbedingungen &y zu erhalten.

Hinweis: Um den Propagator zu finden, muss einfach die homogene Version von (3.2) gelist werden.

Sei nun & = 0. Zeigen Sie, dass die Energie des Oszillators E(t) = 2(i%(t) + w?a?(t)) = Z|&(¢)[? ist.

Angenommen, f(t) =0, falls t < 0 oder ¢ > T, mit einem T > 0. Zeigen Sie, dass bei einer Zeit ¢t > T
die Energie durch

00 2
E(t) = % ‘/ F(te =t a’ (3.3)

gegeben ist.

Was ist die Bedeutung des Ausdrucks in den Betragsstrichen auf der rechten Seite? Macht das intuitiv
Sinn?

Hinweis: Solche Ausdriicke sind aus den Methoden der mathematischen Physik bekannt.

Zusitzlich zu den Annahmen in (d) sei noch f(t) = fo = konst. und 0 < T' <« 1/w. Zeigen Sie, dass

(foT)?

2m

E =

+ O(T%w?).

Interpretieren Sie das Resultat.
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Losung

(a)

(d)

Wir setzen £(t) := & + iwz. (3.1) ist dann
f(t) f(t)

£ =i+ iwt = —wlr + 2L 4 iwd = iwé + 2,
m m
was zu zeigen war.

Die neue Differentialgleichung ist wieder linear. Die homogene Version davon ist sogar autonom und
der Propagator wird somit zu einem einfachen Exponential. Da die Gleichung fiir £ aber nur erster
Ordnung ist, ist der Propagator fiir £ besonders einfach: er wird sich als Exponential einer 1 x 1-Matrix
herausstellen, also einfach einer Zahl. Im Gegensatz dazu ist der Propagator fiir (x, &) das Exponential
einer 2 x 2-Matrix und somit komplizierter.

Der Propagator kann an der Losung der homogenen Gleichung abgelesen werden. Die homogene Glei-
chung ist & = iwé, also ist £(t) = He™!. Wenn statt bei t = 0 die Anfangsbedingungen zur Zeit s
gegeben sind, dann finden wir £(t) = £,e(=%)_ Die Wirkung des Propagators ist also

P<t7 8)68 = eiW(t_S)fs-
Eingesetzt in die Duhamel-Formel ergibt dies

1)

t
f(t) :eiwt§0+/ a¢’ eiw(tft’)
0

Die Energie des Oszillators ist
E(t) = L L
2 2
Der erste Term ist die kinetische Energie, der zweite die potentielle. Dass der zweite Term die poten-
tielle Energie ist, sehen wir, wenn wir die homogene Version von (3.1) etwas umschreiben:

Also kénnen wir U als potentielle Energie sehen. Zum Schluss bemerken wir, dass |[? = 2 + w?2?.

Bemerkung: Wir haben hier kein spezifisches physikalisches System angenommen. Die so aufgeschrie-
bene Energie muss also nicht unbedingt die Energie sein, die dem System auf Basis der Newtonschen
Mechanik zugeschrieben wiirde. Unsere ,Energie” ist also eine allgemeinere Grésse, die auch fiir Sys-
teme definiert ist, die einfach nur Gleichung (3.1) gehorchen, aber sonst nichts mit Mechanik zu tun
haben.

Wir haben unter diesen Annahmen

t /
E(t) — /(; dt/ eiwte—iwt, f(t ),

m
also )
t /
o f(t
BEt)=" / dt’ e—’“’tM .
2 1Jo m

Nun kénnen wir die Integralgrenzen aber beliebig erweitern, da dort f ohnehin null ist:
2

E(t) = ﬁ ‘ [ At e f(t)

Das Integral ist gerade die Fourier-Transformation f von f, ausgewertet an der Eigenfrequenz w des
ungestorten Oszillators: X
|f(w)[?
2m
Somit trdgt nur die Fourier-Komponente von f, die der Eigenfrequenz w des ungestorten Oszillators
entspricht, zur Energie des Oszillators bei.

Dies macht intuitiv Sinn: Wir wissen niimlich, dass eine harmonische Kraft (f(t) oc e¥*) besonders
effektiv Energie in den Oszillator iibertragen kann, wenn 2 ~ w (Resonanz). Dies erkldrt, warum f(w),
also der Anteil der Schwingung e¢™? in der Kraft f, einen wichtigen Beitrag zu F leistet. Dass es der

einzige Anteil ist, ist mit dieser Intuition aber nicht sofort sichtbar.
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(e) Wir haben wieder ¢t > T, also konnen wir das Integral auf den Bereich [0, 7] einschrinken. Also ist
0 <t <T < 1/w, das heisst, wt’ < 1. Wir kénnen dann die Exponentialfunktion im Integral in einer
Taylorreihe schreiben und nur die ersten paar Terme betrachten:

e~ — 1 —iwt’ + O(Wt?).
Es folgt dann, dass

1

 2m

. 2
T— ST+ OWT%)| = (f;?z (1 +OW*T?)).

2
_ It

 2m

T
/ dt’ (1 —iwt’ + O(w?t”)) fo‘
0

Wir behalten nur den ersten Term. Ap = foT ist der gesamte Impuls, der durch die Kraft an den

Oszillator in der kurzen Zeit T iibertragen wurde. Aber dann ist F = %—fj = AFE\;, die kinetische
Energie, die der Oszillator durch die kurze Einwirkung der Kraft gewonnen hat. Dies ist genau, was wir
auch bei einem unendlich kurzen Kraftstoss erwarten wiirden. Das macht Sinn, weil wir ja angenommen
haben, dass T' < 1; im Limes Tw — 0 fallen alle hoheren Terme in w1 weg, und wir erhalten genau

einen unendlich kurzen Kraftstoss.

Bemerkung: Weil die Kraft nur kurz wirkte, hat sich die Pendelmasse noch nicht sehr weit bewegt und
die potentielle Energie ist immer noch ndherungsweise null.

Weiterfiihrende Bemerkungen und Literatur

Die Aktivitéit basiert auf Kapitel §22 von [9].

Exkurs: Das freie elektromagnetische Feld als Reihe von Oszillatoren Der Ansatz f =T+ iwx
mag auf den ersten Blick willkiirlich erscheinen. Eine etwas bessere Motivation dafiir finden wir in der
Elektrodynamik, wo das freie elektromagnetische Feld (keine Ladungen und Stréme) als Sammlung von
unendlich vielen harmonischen Oszillatoren gesehen werden kann.

Im Vakuum sind das elektrische Feld E und das magnetische Feld B folgendermassen bestimmt:

1%, B=VxA, 0OA=0, V-A=0.
c Ot

E=—
A ist das Vektorpotential und O = % — A ist der d’Alambert-Operator. Die allgemeinste Losung der
Gleichung OA = 0 mit Nebenbedingung V-A=0ist

wobei a, » € Cist und €] 1, &, ;; zwei orthogonale Einheitsvektoren in C3 sind (sogenannte Polaristionsvekto-
ren), die den Raum senkrecht zu k aufspannen. Fiir eine genauere Herleitung siehe zum Beispiel die Kapitel
§18 und §46 von [10] oder die Kapitel 18 und 20 von [15] !. Das freie Feld kann also als Superposition von

ebenen Wellen A i it verschiedenen Wellenvektoren k und Polarisationen A gesehen werden. Die A Wit Z)
werden auch Figenmoden genannt; sie sind an sich bereits Losungen fiir das freie elektromagnetische Feld.

Wir bemerken, dass jede Mode A'/\ i(t, %) die Differentialgleichung

0? -

5 A7) = —[E[** A, (t, &)

eines harmonischen Oszillators erfiillt. Wir kénnen uns deshalb fragen, ob das elektromagnetische Feld als
unendliche Ansammlung von ungekoppelten, harmonischen Oszillatoren, einer pro Mode, beschrieben wer-
den kann. Solch eine Beschreibung wére nicht nur elegant, sondern auch im Rahmen der Quantenmechanik

1Sowohl [10] wie auch [15] behandeln Elektrodynamik, aber [15] ist deutlich einfacher und intuitiver, dafiir ist [10] viel
ausfiihrlicher.
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interessant: denn wir wissen sehr gut, wie ein harmonischer Oszillator quantisiert wird; somit kénnten wir
gleich auch das elektromagnetische Feld quantisieren.

Um zu zeigen, dass dies der Fall ist, sind weitere Schritte notwendig:

(i) Wir miissen zeigen, dass jede Mode ff/\ i tatséchlich ein harmonischer Oszillator ist. Dazu miissen
wir pro Mode eine Auslenkungsvariable ¢, ;(t), eine Impulsvariable p, (), sowie eine Hamiltonfunk-

tion H, z(q, 7P, ) finden, sodass die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen dieses Systems genau
diejenigen eines harmonischen Oszillators sind, d.h.:

1
Hy 5= 5 (p/\ FT "JA PN k)
wobei w, ¢ die Frequenz des jeweiligen Oszillators ist.
(ii) Sinnvollerweise sollte sich die Gesamtenergie H des elektromagnetischen Felds ausschliesslich aus den

Energien H AE der einzelnen Oszillatoren zusammensetzen und zudem in den H i linear sein, weil die
Oszillatoren ungekoppelt sind.

Mit den Moden A N haben wir bereits Kandidaten fiir die Auslenkungsvariablen. Zum Beispiel erfiillt aber
auch a, zexp(i k|ct) + a7 a, exp(fz|k:|ct) die Oszillatorgleichung und wiirde in Frage kommen.

Wir beginnen mit dem Punkt (ii). Aus der Elektrodynamik wissen wir, dass die Energie des elektromagne-
tischen Felds in Gaussschen Einheiten durch

L /d% (E(t,f)2 + é(t,f)Q) - /d3k
8

gegeben ist. Die rechte Seite folgt nach lingerer Rechnung. Die Gesamtenergie des Felds zerfillt also in
Beitrige aus den einzelnen Moden. Dies ist langst nicht trivial, da wir wegen den Quadraten E? und B2
Mischterme zwischen den Moden erwarten wiirden; sie streichen sich aber alle weg. Punkt (ii) kénnte also
erfiillt werden.

Wir méchten nun fiir Punkt (i) g, 7 und p, i so bestimmen, dass H, = = |k lay 7|?/27 (wir wihlen die Ko-
effizienten in der Linearkombination S0, dass H, AR als Energie pro Wellenvektor und Polarisation aufgefasst
wird). Wir benotigen

1 L
5 (p)\k +w/\ 5\ k) = T|aA il
An dieser Stelle wird ein Ansatz wie in der Aktivitét niitzlich:
|| 1 o1
Von ayig= \@p,\ﬁ + ZEWA,E‘]A,E
mit einer komplexen Funktion B(¢) von Betrag 1 (diese Funktion ist notwendig, weil die rechte Seite von t
abhéingt). Dieser Ansatz ist motiviert dadurch, dass dann

Ikl2

B(t) ==

1
2
Clay g2 [BOP = 5 (Pl el z)
=1
wie verlangt.
Zum Vergleich: in der Aktivitit hatten wir H = (x +w?z?), wobei y/mz die Rolle der Auslenkungskoor-

dinate und /mz die Rolle der Impulskoordinate ubernahm. Bis auf andere Faktoren entsprach der Ansatz
§(t) = & 4 iwx dort dem Ansatz B(t)a, j o p,  + iw, zq, j hier.
Nun miissen gemiiss (i) fiir unsere Oszillatoren auch Oszillatorgleichungen gelten:

dq, i _ oH, i _ dQ‘L\,E dp, i oH, ¢

2
= = e = = = —w? »q, j-
dt Opy;  OAF dt? dt dq, ¢ AEINE

Somit wird klar, dass B(t) = exp(iw, zt + 8, ;) . Nehmen wir nun von unserem Ansatz den Imaginéirteil,
so folgt 7 7

k|1 5. - i t—ib -
\|/722( )\ 6 t+25%,k‘ 7me Zw)\,kt u&’k) :CUA,,;(])\J;-

2q>\ z(t) =sin(w, gt +6, ¢) und p, p(t) = wy % cos(w, gt + 9, ), verwende dann die Eulersche Formel. OBdA. haben wir
die Auslenkung gleich 1 gesetzt; die Wahl der Auslenkung entspricht nédmlich nur einer Umbenennung der Variablen. Genauso
enthilt 6 A keine physikalische Information und kénnte auf null gesetzt werden; wir behalten uns diese Freiheit aber noch vor.
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Es wird klar, dass |E\ o w, i, wobei aber die Proportionalititskonstante frei wihlbar ist, solange sie die
richtigen Einheiten besitzt. Somit haben wir (i) und (ii) erfiillt. Wir kénnen nun noch unsere verbleibenden
Freiheiten aufbrauchen, um die Auslenkungs- und Impulsvariablen so sinnvoll wie méglich zu wéhlen.

Es ist sinnvoll, dass der harmonische Ostzillator einer Mode mit derselben Frequenz wie die Mode schwingt;
deshalb wihlen wir w, ; := |k|c. Mit der Wahl §, 7 = /2 erhalten wir die einfache Definition

1 - o
_7 L otlklet | ——  —i|k|ct
(ak,k e + ayg-¢ .

w7

Und somit ,
_ ? —1 Ect

Py i(t) = iz ce'IH >7

was auch am Realteil unseres Ansatzes abgelesen werden kann. Zusammen mit

1 .
_ 3 _ 2 2.2 2
H = /d kZH)\,E, Hyf=35 (pMﬁ |k|%c q/\J;)

A

|k|c (a)\,]g - gilklet _ a, ¢

)

fassen die letzten beiden Gleichungen die Tatsache zusammen, dass das elektromagnetische Feld als Samm-
lung von unendlich vielen, ungekoppelten, harmonischen Oszillatoren aufgefasst werden kann, mit einem
Ostzillator pro Mode.

An dieser Stelle konnten wir mit der Quantisierung des elektromagnetischen Felds beginnen; es sei aber
dazu auf weiterfithrende Literatur verwiesen: z.B. die ersten paar Kapitel von [11]. Viele fortgeschrittene
Biicher iiber Quantenfeldtheorie behandeln meistens auch die Quantisierung des freien elektromagnetischen
Felds, so z.B. [4].
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4 Dzhanibekov-Effekt

Wir betrachten einen asymmetrischen, starren Kérper, der in Schwerelosigkeit (kein externes Drehmoment)
um die mittlere Haupttrigheitsachse dreht. Diese Drehung ist instabil und schon bei winzigen Stérungen
kommt es zum sogenannten Dzhanibekov-Effekt 1. Die Bewegung beginnt stabil, wird aber schnell instabil.

Wir mochten hier verstehen, auf welcher Zeitskala die Bewegung instabil wird.

(a) Betrachten Sie den starren Kérper in der Abbildung. Argumentieren Sie, dass seine Haupttrigheits-
achsen etwa die Koordinatenachsen sind und I, > I,, > I, gilt.

z

(konstante Massendichte)

(b) Wir betrachten die vereinfachten Anfangsbedingungen w,(0) = wo, wy(0) = €5, w.(0) = €., mit
wo > |eg|, lez]. Inwiefern beschreibt dies die Anfangsbedingungen im Video?

(¢) Die Euler-Gleichungen sind
Iy, = (Iy — 1) wyw;, Iy, = (I, — I;)wswy, Lo, = (I — Iy)waw,.

Wir interessieren uns nur fiir den Anfang der Bewegung, wo wy (t) ~ wo und wy(t), w,(t) ~ |eg], |e2].
(,~“ bedeutet hier ,;in der Groéssenordnung von*)

Zeigen Sie, dass mit diesen Annahmen und den Anfangsbedingungen aus (b) bis und mit Ordnung
€s,2/wo folgt, dass

Ly — L)Lz — Iy)wz ,
II, 0

wy (t) = wo = konst., Wy, = Wy » = J? Wz, J? > 0.

(d) Schliessen Sie daraus, dass zumindest am Anfang der Bewegung

T
&) = (EI cosh(Jt) + Asinh(Jt), wo, €, cosh(Jt) + Bsinh(Jt))

gilt. Die Konstanten A und B miissen nicht genau bestimmt werden. Was bedeutet das fiir die Stabilitét
der Rotation um die y-Achse?

(e) Welches ist die erste Ordnung von ¢, in der w, oder w, von ihrem Anfangswert abweichen? Was
bestimmt, wie lange die Bewegung zu Beginn stabil aussieht?

Hinweis: Betrachten Sie den Graphen von cosh und sinh oder genauer die Taylorreihen. Berechnen
Sie explizit die Konstanten AJ und BJ.

ISiehe https://www.youtube.com/watch?v=L209eBl_Gzw
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Losung

(a)

Wir betrachten Hauptachsen durch den Schwerpunkt, da die Drehung eines kriftefreien Korpers am
natiirlichsten um seinen Schwerpunkt beschrieben wird.

Die y-Achse ist eine Hauptachse. Denn fiir jeden Massenpunkt im Koérper gibt es auch einen, der
durch die y-Achse gespiegelt auf der anderen Seite des Korpers liegt; Somit folgt, dass der gesamte
Drehimpuls des Korpers bei einer Rotation um die y-Achse ebenfalls entlang der y-Achse zeigt; aber
wenn L || &, haben wir es gerade mit einer Hauptachse zu tun.

Die Hauptachse mit dem grossten Haupttrigheitsmoment maximiert das Integral
[y oaiat.

wobei §2 das Quadrat des vertikalen Abstands vom Punkt ¢ zur betrachteten Achse ist. Dies ist
intuitiv der Fall, wenn der Koérper um die xz-Achse dreht, weil dann die beiden Zylinder des Korpers
senkrecht von der Achse in drei Richtungen weg zeigen und somit moglichst viel Masse moglichst weit
Weg von der Drehachse ist. Es gilt also I, > I,.

Schliesslich miissen alle Haupttriagheitsachsen senkrecht aufeinander stehen, weshalb die z-Achse die
dritte Hauptachse sein muss. Sie ist zugleich auch die mit dem kleinsten Haupttrigheitsmoment, weil
die Massenverteilung dann am néchsten an der Drehachse ist, was das obige Integral minimiert. Wir
haben also auch noch I, > I..

Im Video dreht der Korper zu Beginn fast genau um die y-Achse; leichte Stérungen haben zur Folge,
dass die Drehachse nicht genau die y-Achse ist. Somit konzentriert sich die anfangliche Winkelge-
schwindigkeit fast génzlich auf die y-Achse, mit vergleichsweise kleinen Beitridgen entlang den beiden
anderen Achsen. Dies entspricht der gegebenen mathematischen Form der Anfangsbedingungen.

Die Euler-Gleichung fiir w, wird durch Multiplikation mit wg 2 qu
Wy Wy

wy 2 Iywy, = (I, — II)LTOLTO'

Auf der rechten Seite steht ein Term der Ordnung £? /w3, den wir vernachldssigen. Somit folgt w, = 0,
also wy(t) = wy(0) = wo.
Die restlichen beiden Euler-Gleichung werden nun zu

I, —1, . I, —1
= ylinwm Wz = K

Wy WoWsg-

Wir leiten beide nach der Zeit ab und setzen die einte in die andere ein:

_ Uy~ L)L — Iy)w2
v 11, 0=

Dieselbe Gleichung erhalten wir auch fiir w, statt w,. Die Ausdriicke in den Klammern sind alle positiv,
genauso wie die Haupttriagheitsmomente selber. Also ist

(Iy — Iz)(lw _ Iy)
LI,

- 2 2. 2
Wy =J7 Wy 2, J? = wp

)

> 0.

Die Differentialgleichungen fiir w, und w, kénnen mittels sinh und cosh gelést werden (vgl. harmoni-
scher Oszillator, wo die Losungen aber aus sin und cos bestehen):

wy(t) = C cosh(Jt) + Asinh(Jt), w,(t) = D cosh(Jt) + Bsinh(Jt),

mit Konstanten A, B,C, D. Da sinh(0) = 0 und cosh(0) = 1, muss C = ¢, und D = ¢,, damit die
Anfangsbedingungen eingehalten werden. Wir erhalten so die gesuchte Form:

T
&(t) = (53C cosh(Jt) + Asinh(Jt), wg, €, cosh(Jt) + Bsinh(Jt)) ,

mit Konstanten A und B, die spéter noch festzulegen sind. Diese Losung gilt natiirlich geméss unseren
Annahmen nur fiir kleine ¢, solange |w,(t)| ~ |ez| und |w,(t)| ~ |e.|.
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Die Losung ist stabil, genau dann, wenn w, und w, beschrinkt bleiben. Aber dies ist nur genau dann

der Fall, wenn ¢, = —A und €, = —B; denn
T —x r _ ,—x 1
acosh(z) 4+ bsinh(z) = aS —'_26 b 26 =3 (a+b)e” + (a—b)e ™|.

Wenn wir die Euler-Gleichungen betrachten, kénnen wir schnell qualitativ sehen, dass A durch €,
bestimmt ist und B durch e,. Fiir Stabilitdt miissen ¢, und ¢, also genau aufeinander abgestimmt
sein, was eher unwahrscheinlich ist. Die Bewegung ist also fast garantiert instabil.

(e) Wir haben
cosh(Jt) = 1 + O(J?*t?), sinh(Jt) = Jt + O(J3t?).
Wir erhalten so
We(t) = e, + ATt + O(J?t?), w.(t) = e, + BJt + O(J*?).
Die Abweichung vom Anfangszustand geschieht also in erster Ordnung von t. Die Rate der Abweichung
ist durch AJ beziehungsweise BJ gegeben.

Als wir die erste und dritte Euler-Gleichung (beides Gleichungen erster Ordnung) abgeleitet haben
(und sie somit zu Gleichungen zweiter Ordnung wurden), entstanden je ein , kiinstlicher” Freiheitsgrad.
Diese werden durch die Konstanten A und B widerspiegelt. Natiirlich miissen aber auch die urspriing-
lichen Euler-Gleichungen gelten. Indem wir unsere gefunden Losungen dort einsetzen, kénnen wir AJ
und BJ ablesen.

Einsetzen der Losung in die erste Euler-Gleichung ergibt (mit cosh’ = sinh, sinh’ = cosh)
I,— I,

x

exJ sinh(Jt) + AJ cosh(Jt) = wo (g, cosh(Jt) + Bsinh(Jt)).

Da sinh und cosh linear unabhéngig sind, miissen die entsprechenden Terme einzeln gleich sein. So
kénnen wir AJ und BJ bestimmen:

I,—1
AJ = € Y ZLL)Q,
I,
I, 1 I, — 1
BJ =g, ) ——— =¢,~—Yuwy.
L - Lw I, P
Wir bekommen sinnvollerweise dasselbe, wenn wir statt in die erste in die dritte Euler-Gleichung

einsetzen.

Wegen der Ungleichung I; + I; > I, (ijk irgendwelche Permutationen von z, y, z) konnen die drei
Haupttriagheitsmomente nicht allzu weit auseinander liegen: die Differenz zweier Momente ist stets
kleiner als das dritte. Aus diesem Grund sind die Briiche (I,—1I)/I, und (I,—I,)/I, in den Ausdriicken
fir AJ und BJ etwa von der Grossenordnung 1.

In einer Zeit At (immer noch kurz) verdndert sich w, also um Aw, ~ AJAt ~ e, woAt. Mit anderen
Worten: w, hat sich um den Bruchteil €, At von wy verdndert. Analoges gilt fiir w, mit ¢, statt ¢,.

+1 und £ ! sind also die Zeitskalen, auf denen die Rotation um die y-Achse instabil wird.

Ex

Weiterfithrende Bemerkungen und Literatur

Numerische Simulation Wir konnten analytisch die Entwicklung fiir kleine Zeiten bestimmen und sa-
hen, dass die Instabilitit der Rotationsachse vorerst nur sehr langsam wéchst, wenn die anfiéinglichen Stérun-
gen €, und ¢, klein sind. Mit numerische Simulationen kénnen wir die Drehung auch iiber langere Zeiten
bestimmen: Abbildung 4.1 zeigt das Resultat einer numerischen Simulation mit python, mit I, = 2, I, = 1.5,
I, =1, &(0) = (0.001,10,0). Durch numerische Integration von

| 0wl w0
R(t) = R)Q), Q)= | w.(t) 0 —w.(t)
—wy(t)  wy(t) 0

koénnen wir die Rotationsmatrix R(t) des Korpers berechnen. In der Simulation wird deutlich, wie die
Rotation um die mittlere Achse zwischen schlagartigen Richtungswechseln fiir vergleichsweise lange Zeit
stabil bleibt.
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Abbildung 4.1: Numerische Simulation des Dzhanibekov-Effekts.

Analytische Losung Es ist selbst fiir lange Zeiten eine analytische Losung moglich, mittels sogenannten
elliptischen Funktionen. Wir mochten nur erwéhnen, dass so insbesondere die Zeit zwischen zwei Richtungs-
wechsel (Periode der Bewegung) gefunden werden kann. Sie betrégt

T = 4K\/( hilyly K= /m o de s (L= L)(2BL - L)
0

I = I)(L? = 2E13)’ 1—k2sin®u (It = I)(L? = 2E13)’

wobei E = (Iw} + Iow3 + I3w3) die Gesamtenergie und L? = I?w} + I3w} + I3wj das Quadrat des
Gesamtdrehimpulses sind; weiter gilt die Formel nur, wenn Iy > I > I3 (wie bei uns der Fall) und wenn
L? > 2E1I, (ebenfalls der Fall); ansonsten muss die Formel durch Ersetzen von gewissen Indizes angepasst
werden. Wir erhalten so T' &~ 11.4 s, was auch dem numerischen Resultat entspricht (die Zeit zwischen den
beiden Maxima von ws kénnen wir in 4.1 als ungefdhr 11.5 s ablesen).

Siehe z.B. Kapitel §37 in [9] fiir eine detaillierte Erkldrung der analytischen Losung.
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5 Der Gradient als Differentialform

Wir betrachten ein Skalarfeld ¢ : M — R auf der Raumzeit M (der Menge aller Ereignisse). In einem
Minkowski-Koordinatensystem wird dieses Feld zu einer Funktion 1 : R* — R der vier Koordinaten: z# =
(20, 21, 2% 2?) = (ah).

Der Gradient diy(FE) von ¢ am Ereignis E mit Koordinaten z* hat im gewéhlten Koordinatensystem die
Komponenten di, (x#) := (Optp(z#), ..., 031 (x*)), wobei 0, die Ableitung nach der v-ten Koordinate ist.

Sei 2’ (z#) = (A‘l)”#x“ eine Lorentz-Transformation mit Transformationsmatrix A~!. Im neuen Koordi-
natensystem ist das Skalarfeld gegeben durch die neue Funktion ¢/ (2'") = ¢(z#(z'")).

Analytischer Teil

(a) Zeigen Sie, dass
ox' — (A gzt
oxk w ox'v TV

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel, dass der Gradient di) im neuen Koordina-
tensystem die folgenden Komponenten hat:

dy’, = A, d,.
Vergleichen Sie dieses Transformationsgesetz mit dem eines 4er-Vektors. Ist der Gradient dv ein 4er-

Vektor?

Hinweis: Koordinatendifferenzen Azx* sind z.B. die Komponenten eines 4er-Vektors (zumindest wenn
wir nur lineare 'Y (x*) betrachten).

Geometrischer Teil

(¢) Erklédren Sie, dass sich ¢ : M — R als die Untermengen ¢[r] :={E € M | ¢(E) =r} C M fir r e R
beschreiben lisst. Solch eine Beschreibung heisst ,,geometrisch*, weil sie keine Koordinaten voraussetzt.
Erkldren Sie, dass in einer 2D-Raumzeit diese Mengen zu den ,,Hohenlinien“ des Skalarfelds werden.

(d) Wir kénnen (z#) um die Koordinaten x) entwickeln: o (xf + Azt) —(zf) = dyp, Az + O((AzH)?).
Dies funktioniert in jedem wohldefinierten Koordinatensystem.

Argumentieren Sie ohne Verwendung von (a) und (b), dass die Zahl ¢ (zf + Azt) — (zf)) ~ o, Az”
unabhéngig vom Koordinatensystem ist, in dem 1, Az und di ausgedriickt werden. Was bedeutet
das fiir die Transformation der Komponenten von di im Vergleich zu den Komponenten von Az?

(e) Erkldren Sie, dass d¢(F) geometrisch als ,Stapel von Hyperflichen“ parallel zu [¢(E)] gesehen
werden kann, wobei ein geometrischer Abstandsvektor Az bei E genau dy(E), Az” Hyperflichen des
Stapels durchstosst; sieche Abbildung unten. Wie kénnen wir den Fall dy,, Ax” < 0 ebenfalls abdecken?

Y1} ¥[2]

Y[3] »[4]
/!
a(E)
Az hier: ¢(F) = 3 und
B dip, Az? = 1.75
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Losung

Analytischer Teil

(a)

Ableiten von z'¥ = (A~1)” ,x* nach z” (der p-ten Koordinate) ergibt

n
ox'v 0 1w 1\, Ozt 1 1y
9zP  Ozr ((A B #xu) =A™ B pp (A7) W0 = (A D) P

Zudem ist
A%, 2 = A7, (A1)

wobei die zweitletzte Gleichheit folgt, weil AA~! = id, ausgedriickt als Matrixmultiplikation (A, ist
der Eintrag in der u-ten Zeile und v-ten Spalte der Matrix A). Wenn wir dies jetzt nach x’? ableiten,
erhalten wir analog zur obigen Ableitung

Ho— §P ol — P
W o°,x P,

ox?
= A’ _.
ox'e 7

Nun koénnen wir noch die Indizes umbenennen, um die Ausdriicke in der Aufgabenstellung zu erhalten.

Wir haben
0

dw’u = v .

oz'+

Jetzt konnen wir aber ¢ auch als Funktion der ungestrichenen Koordinaten sehen: ¢ (z), die iiber
x”(2'V) wiederum Funktionen der gestrichenen Koordinaten sind. Anwendung der mehrdimensionalen
Kettenregel ergibt somit (das Matrixprodukt in der Kettenregel wird durch die Einsteinsche Summen-
konvention kompakt beschrieben):

ay, = oY oY Ox¥

T Qx'r T Oy Ox'm

= dy,A”, = A ¢,

Weil Ausdriicke in Indexnotation ja Summen iiber Produkte einzelner Komponenten (Zahlen) sind,
kénnen wir die Reihenfolge von Faktoren wie hier im letzten Schritt vertauschen.

Fiir die Komponenten eines 4er-Vektors V gilt ein anderes Transformationsgesetz:

v __ —1\v i
VY= (AT, VR
Man kann sich das folgendermassen merken: 4er-Vektorkomponenten V# transformieren unter Lorentz-
Transformationen (und allgemeiner unter linearen Koordinatentransformationen) wie Koordinatendif-
ferenzen Az*. Der Vergleich zeigt, dass di) kein 4er-Vektor ist.

Bemerkung: Objekte, deren Komponenten wie die Komponenten eines Gradienten transformieren, sind so-
genannte Differentialformen. Wir schreiben die Komponenten einer Differentialform im Gegensatz zu 4er-
Vektorkomponenten mit einem tiefgestellten Index; so wird die Finsteinsche Summenkonvention natirlicher.

Differentialformen konnen auch als Dualvektoren zu 4er-Vektoren verstanden werden: eine Differentialform
w mit Komponenten w,, wirkt nimlich linear auf einen 4er-Vektor V via w[V] := w, V.

Geometrischer Teil

()

Die gesamte Information iiber die Funktion ¢ : Ml — R ist bekanntlich durch alle Ereignisse zusammen
mit ihren Funktionswerten gegeben. Wir kénnen diese Information etwas kompakter schreiben, indem
wir alle Ereignisse E € M mit einem bestimmten Funktionswert ¢(E) = r zusammen in einer Menge
festhalten; so kommen wir auf die Mengen ¢[r] := {E € M | ¥(E) = r}. Diese beschreiben 1)
vollstandig.

Wenn M zweidimensional ist, kénnen wir uns vorstellen, dass ¢ (P) die Hohe der Landschaft auf
einer Landkarte M angibt als Funktion des Punkts P € M. Dann wiiren v[r] die ,Hohenkurven“ der
Landkarte (siche Abbildung unten).
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(d)

Y(xfy) und Y (zf + Ax*) sind beides Zahlen (Skalare), also unabhingig vom Koordinatensystem. Des-
halb ist auch ¢ (zf + Az#) — ¢ (xf)) koordinatenunabhéngig, und im Rahmen der Approximation also
auch dy, Az¥ (die sogenannte Kontraktion von di) und Azx).

Nun sind die Komponenten Az” aber koordinatenabhéngig. Damit dv, Az" koordinatenunabhéingig
ist, miissen die Komponenten di),, also auch koordinatenabhéngig sein, mit einem Transformationsge-
setz, das genau der Transformation von Az entgegenwirkt.

Bemerkung: Das folgt auch direkt aus (a) und (b) auf analytischem Weyg.

Wir schreiben der Einfachheit halber Ay := ¢(zf) + Azt) — (). Wir kénnen Ay geometrisch
folgendermassen ablesen: wir beginnen beim Ereignis F, welches zu den Koordinaten zff gehért, und
bewegen uns entlang des Vektors Ax, der zu den Komponenten Az# gehort, bis wir an der Spitze ange-
langt sind; dabei zéihlen wir, wie viele , Hohenkurven® wird iiberschreiten, um A zu erhalten (fiir ein
genaues Resultat miissen wir nicht nur die ,ganzen“ Hohenkurven zahlen, die £1 auseinanderliegen,
sondern auch die Bruchteile von Hohenkurven dazwischen). Siehe blauer Pfeil und schwarze Hohen-
kurven in der Abbildung unten. Da M vierdimensional ist, sind t[r] natiirlich keine Héhenkurven,
sondern dreidimensionale Hyperfldchen, aber die wéren etwas schwierig zum zeichnen.

du
hier: ¥(E) =3 und
A, Az” = 1.75

Jetzt mochten wir aber verstehen, wie diy geometrisch zu interpretieren ist. Wir beginnen dazu mit der
Tatsache, dass di iiber dy, AzY eine Approximation an At liefert. Weiter ist diese Approximation
linear in Azx.

Dementsprechend kénnen wir uns vorstellen, dass dy, Az”, die lineare Approximation von Ay, geo-
metrisch auf analoge Weise entsteht: indem wir zdhlen, wie viele Hohenkurven von Ax durchstochen
werden; nur diirfen wir nicht die Héhenkurven von v dafiir verwenden, sondern die lineare Approxi-
mation davon. Linearitdt verlangt, dass diese approximativen Hohenkurven Geraden sind, mit jeweils
gleichem Abstand zueinander. Damit sie At approximieren, miissen sie zudem in E parallel zu den
echten Hohenkurven von 1 sein, und im richtigen Abstand voneinander liegen. Diese linear approxi-
mierten Hohenkurven sind rot in der Abbildung eingezeichnet. Sie liefern die geometrische Bedeutung
von di.

Genauso wie wir echte Hohenkurven in eine Richtung positiv und in die andere negativ zéhlen, kénnen
wir dies auch mit den approximieten Hohenkurven tun. So kénnen wir den Fall dv,, Az” < 0 behandeln.
Ausserdem werden die parallelen Hohenkurven von di in vier Dimensionen zu einem Stapel von
parallelen, dreidimensionalen Hyperebenen.

Bemerkung: Allgemeine Differentialformen, die nicht unbedingt Gradienten von Funktionen sind, kénnen
auch als Stapel von Hyperebenen gesehen werden. Man kann eine geometrische Addition und Skalarmulti-
plikation definieren, wie dies auch fir Vektoren mdglich ist; darauf soll hier aber nicht genauer eingegangen
werden.
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Weiterfithrende Bemerkungen und Literatur

Die geometrische Interpretation von Differentialformen als Stapel von Hyperflichen stammt aus [1].

Exkurs: Einfiihrung in die Differentialgeometrie am Beispiel der Raumzeit Wir haben gesehen,
wie wir uns Differentialformen als Stapel von Hyperflichen vorstellen kénnen; analog zu wie wir Vektoren
als Pfeile sehen konnen. Diese geometrischen Interpretationen sind elegant, weil sie koordintenunabhéngig
sind. Die geometrischen Betrachtungen in der Aktivitdt waren aber nicht ganz rigoros. Wir mochten hier
zeigen, wie Vektoren und Differentialformen moglichst koordinatenunabhéingig, also moglichst geometrisch,
definiert werden konnen. Da diese Konzepte zur Differentialgeometrie gehoren, nutzen wir die Gelegenheit
und liefern eine kurze Einfithrung in die Differentialgeometrie anhand der Raumzeit.

Wir beginnen dazu mit der Raumzeit M als Menge von Ereignissen und nehmen bloss an, dass M eine glatte
Mannigfaltigkeit ist. Grob gesagt besteht eine glatte Mannigfaltigkeit aus einer Menge M mit folgenden
Zusatzstrukturen:

(i) Topologie. Diese gibt uns einen Begriff von ,Nachbarschaft® zwischen Ereignissen in M. Konkret
definiert die Topologie, welche Teilmengen von M als offen gelten. Sie ermdglicht uns auch, stetige
Abbildungen von und nach M zu definieren.

(ii) Dimension. M soll ,in der N&he“ von jedem E € M wie ein Ausschnitt des vierdimensionalen eukli-
dischen Raums R* aussehen. Grob gesagt verlangen wir deshalb, dass wir um jedes E € M zumindest
lokal ein stetiges Koordinatensystem mit vier Koordinaten finden kénnen; aber in der Regel sind sehr
viele Koordinatensysteme moglich. Mit einer weiteren eher technischen Eigenschaft wird die Raumzeit
S0 zu einer vierdimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit.

(iii) Glatte Struktur. Wir mochten, dass die Koordinatensysteme nicht nur stetig, sondern beliebig oft
differenzierbar (glatt) sind. Deshalb behalten wir grob gesagt nur Koordinatensysteme, sodass die
Koordinatentransformationsfunktionen x'*(x) glatt sind. Indem wir Abbildungen M — M, M — R™,
R™ — M mit Koordinaten (oder deren Inverse) kombinieren, erhalten wir stets Abbildungen zwischen
euklidischen Réumen, die Koordinatendarstellungen der urspriinglichen Abbildungen. Wir nennen die
urspriinglichen Abbildungen differenzierbar, glatt, usw., wenn es ihre Koordinatendarstellungen sind.
Die glatte Struktur liefert uns also auch ein Begriff von Differenzierbarkeit fiir Abbildungen von und
nach M.

Mit zwei weiteren technischen Eigenschaften wird die Raumzeit so zu einer glatten Mannigfaltigkeit.

In der Physik verlangen wir meistens noch eine Metrik; wir werden sie hier aber nicht brauchen. Auch
haben wir in dieser kurzen Ubersicht die meisten Details ausgelassen und verweisen auf die Literatur.
Fiir eine anschauliche Einfiihrung in die Topologie, siehe z.B. [8]. Fiir eine einfache Einfithrung in glatte
Mannigfaltigkeiten, siehe z.B. [5]. Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung der Differentialgeometrie, siehe z.B.
[7].

Wir kénnen jetzt unter anderem glatte Abbildung von und nach M betrachten. Die beiden einfachsten
Arten solcher Abbildungen sind Kurven v : R — M und Skalarfelder f : M — R. Wir haben in der
Aktivitét gesehen, wie wir eine Differentialform an einem Ereignis E intuitiv als Gradienten df(E) eines
Skalarfelds f am Ereignis F sehen konnen. Analog kénnen wir einen Vektor am Ereignis E intuitiv als
Geschwindigkeitsvektor v, g bei E einer Kurve v durch E sehen. Wir werden diese Ideen nun prézisieren,
beginnend mit Vektoren.

Im euklidischen Raum kénnen wir den Geschwindigkeitsvektor einer Kurve einfach durch Ableiten nach dem
Kurvenparameter finden. Dies funktioniert, weil der euklidische Raum affin ist, und wir Punkte subtrahieren
konnen. In der Raumzeit kénnen wir Ereignisse ohne weiteres nicht subtrahieren. Als néchstbestes kénnen
wir aber statt Ereignisse vielleicht Objekte, die an Ereignissen definiert sind, subtrahieren; dafiir bieten
sich die oben erwdhnten Skalarfelder an, denn die haben ja reellwertige Funktionswerte an jedem Ereignis.
Wir kommen so zum Konzept der Richtungsableitung eines Skalarfelds f entlang der Kurve v am Ereignis

E =5(No): 1
a(foﬁ’)@) g Vs y(20) (f)-

Natiirlich ist an f nichts speziell; der Wert der Richtungsableitung auf der linken Seite eignet sich also nicht
fiir die Definition des Geschwindigkeitsvektors v, g. Wir kénnen v, g aber als die Richtungsableitung an sich
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sehen; sie ist definiert durch die Wirkung, die sie auf alle mdéglichen f hat. Dies haben wir auf der rechten
Seite bereits geschrieben. Der Vektor v, g ist also ein Ableitungsoperator fiir Skalarfelder bei E, eine lineare
Abbildung vom Raum aller Skalarfelder (wobei zwei Skalarfelder mit gleichen Richtungsableitungen bei E als
identisch gesehen werden kénnen) in die reellen Zahlen. Es bleibt zu zeigen, dass diese Richtungsableitungen
auch einen Vektorraum bilden:

(i) Wir erhalten die um s skalierte Richtungsableitung, wenn wir die Parametrisierung der entsprechenden
Kurve um s strecken.

(ii) Fiir die Summe zweier Richtungsableitungen kénnen wir aus den beiden Kurven eine dritte Kurve
konstruieren, die lokal ums betrachtet Ereignis F die ,Summe* der ersten beiden Kurven ist. Dies
geht, wenn wir ein lokales Koordinatensystem ums Ereignis wihlen, mit Ursprung bei F, und in
diesen Koordinaten die Koordinatendarstellungen der Kurven addieren. Es lésst sich zeigen, dass die
resultierende Richtungsableitung nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhéngt. Wir finden so
auch, dass der Vektorraum vierdimensional ist.

Der vierdimensionale Vektorraum der Geschwindigkeitsvektoren (und somit {iberhaupt der Vektoren) am
Ereignis F wird Tangentialraum von M bei E genannt.

Wir kommen nun noch zu Differentialformen, beziehungsweise Gradienten von Skalarfeldern. Im euklidischen
Raum ist der Gradient die Ableitung des Skalarfelds in alle moglichen Richtungen des Raums. Dies ist wohl-
definiert und einfach zu berechnen, weil wir Distanzen zwischen Punkten im Raum bestimmen kénnen; in
unserer glatten Mannigfaltigkeit geht das jedoch nicht. Statt das Skalarfeld am Ereignis E entlang Richtun-
gen des Raums abzuleiten, kénnen wir es entlang von Kurven durch E ableiten, und den Gradienten df(E)
so definieren:

S| = @E)a),

A=Xg

wobei B = 7(Ag). Der Gradient von f bei E ist also ein Differentialoperator, der Kurven durch E auf
reelle Zahlen abbildet (wobei Kurven, die zur selben Richtungsableitung von f fiihren, als identisch ge-
sehen werden kénnen). Auch hier miissen wir noch zeigen, dass die so definierten Gradienten (und somit
Differentialformen) einen Vektorraum bilden. Dies ist erstaunlicherweise einfacher als fiir Vektoren: die li-
neare Struktur folgt von der Tatsache, dass wir Skalarfelder natiirlicherweise skalieren und addieren kénnen.
Wenn wir aber die Dimension dieses Vektorraums bestimmen wollen, miissen wir indirekt auf Koordina-
ten zugreifen: entweder erkennen wir, dass der Raum der Differentialformen isomorph zum Dualraum der
Vektoren ist, oder wir versuchen explizit eine Basis fiir Differentialformen zu finden. Zweiteres erfordert ein
Koordinatensystem, um Skalarfelder zu finden, die lokal um FE linear unabhéngige Gradienten haben. In
beiden Fillen finden wir, dass der Vektorraum auch vierdimensional ist. Der vierdimensionale Vektorraum
der Differentialformen am Ereignis E' wird Kotangentialraum von M bei E genannt.

Zusammenfassend konnen wir Vektoren und Differentialformen also (fast) geometrisch mittels Kurven und
Skalarfeldern auf M definieren. Auch sind die beiden Konzepte in vielen Hinsichten dual. Wir kommen
dabei aber nicht ganz um Koordinaten herum: Koordinaten treten grob gesagt auf, sobald wir Dimensionen
bestimmen miissen. Auch bei der Definition von M werden Koordinaten hauptséchlich fiir die Definition
der Dimension von M benétigt.

Von hier aus kénnen wir viele weitere Strukturen definieren:

(i) H&ufig werden nicht Vektoren und Differentialformen so konstruiert, sondern nur ein Vektorraum von
beiden. Der jeweils andere Vektorraum wird dann als Dualraum des ersten eingefiihrt.

(ii) Mittels Tensorprodukten, symmetrischen Produkten und antisymmetrischen Produkten kénnen wir aus
dem Tangential- und Kotangentialraum weitere Vektorrdume an Ereignissen der Raumzeit definieren.

(iii) Jedes Ereignis hat eigene Tangential- und Kotangentialrdume. Wir kénnen jedoch Vektorfelder und
Differentialformfelder definieren, die jedem Ereignis ein Vektor aus dem dortigen Tangentialraum bzw.
eine Differentialform aus dem dortigen Kotangentialraum zuweist. Dasselbe gilt fiir allgemeinere Ten-
sorfelder. Mittels Faserbiindel konnen wir Konzepte wie Stetigkeit oder Gliatte auf diese allgemeinen
Felder iibertragen.

(iv) Eine Metrik liefert unter anderem einen Isomorphismus zwischen dem Tangetial- und dem Kotangen-
tialraum eines Ereignisses. Eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer Metrik heisst Riemannsche Mannig-
faltigkeit.

24



(v) Um Grossen wie Vektoren, Differentialformen und Tensoren an verschiedenen Ereignissen zu verglei-
chen, sind weitere Strukturen auf der Raumzeit notwendig, wie zum Beispiel einen parallelen Transport.

Fiir eine rigorose Behandlung der Differentialgeometrie, siehe z.B. [7] (Glatte Mannigfaltigkeiten) und [6]

(Riemannsche Mannigfaltigkeiten). Fiir ihre Bedeutung in der Physik der allgemeinen Relativitétstheorie,
siehe [1].
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6 Zeitreisen in die Vergangenheit?

Wir betrachten die Weltlinie eines Beobachters aus der Sicht eines Inertialsystems K. Die Koordinaten
(in K) des Beobachters sind dann Funktionen seiner Eigenzeit: z* (7). Die Komponenten der momentanen
4er-Geschwindigkeit sind u#(7) = dz#(7)/dr.

(a) Wir nehmen an, das die Weltlinie stetig differenzierbar ist und
wie in der Abbildung gegeben ist; insbesondere soll sie in der
ct-z-Ebene verlaufen. Erklidren Sie, dass sich der Beobachter aus
K gesehen zuerst in Richtung Zukunft bewegt, dann aber in die
Vergangenheit. Argumentieren Sie intuitiv, dass diese Weltlinie
fiir den Beobachter unmdéglich ist.

Hinweis: Lichtstrahlen bewegen sich im Diagramm auf Diagona-
len. Sie kénnen hier ammehmen, dass die Lichtgeschwindigkeit
vom Beobachter nie erreicht werden kann. Nehmen Sie zudem an,
dass die 4er-Geschwindigkeit wihrend der ganzen Reise nie null
ist, also dass thre Komponenten nie alle gleichzeitig null sind.

Wir werden nun zeigen, dass die Lichtgeschwindigkeit nie erreicht werden kann und folglich Zeitreisen in
die Vergangenheit wie in (a) nicht moglich sind.

(b) Betrachten Sie (u,u”)(r) = (u°(7))* — Zi:1(uk(7))2 und zeigen Sie, dass dieser Ausdruck > 0 ist,
falls sich der Beobachter in K gerade mit weniger als Lichtgeschwindigkeit bewegt !, und = 0, wenn

er sich gerade mit Lichtgeschwindigkeit bewegt.

(¢) Wir kénnen nun zu jedem Eigenzeitpunkt 7 ein Inertialsystem K (7) finden, in dem der Beobachter mo-
mentan ruht (ein sogenanntes momentanes Ruhesystem). Argumentieren Sie, dass fiir die momentanen
4er-Geschwindigkeitskomponenten in K (1) gilt: a#(7) = (1,0,0,0).

(d) Argumentieren Sie, dass @*(7) = (A(7)~1)* u” (1), wobei (A(r)~')*, die Lorentz-Transformation von
K nach K(r) ist. Schlissen Sie daraus, dass (u,u*)(7) = 0 nicht vorkommen kann.

Hinweis: (u,u")(r) ist Lorentz-invariant.

Zum Schluss verallgemeinern wir unser Resultat.

(e) Betrachten Sie eine allgemeine Weltlinie, die zuerst mit weniger als Lichtgeschwindigkeit in die Zukunft
fiihrt, spater aber in die Vergangenheit. Insbesondere sei sie nicht auf die ct-z-Ebene beschrankt. Zeigen
Sie, dass solch eine Weltlinie fiir Beobachter unmoéglich sind.

(#f) Warum war die Annahme weiter oben, dass die 4er-Geschwindigkeitskomponenten nie alle null sein
konnen, sinnvoll?

IMit (c) und (d) ldsst sich spéter zeigen, dass genauer utu, = 1.
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Losung

(a)

Wir betrachten die Weltlinie an den Eigenzeiten 7, und 73, siehe
Abbildung rechts. Die 4er-Geschwindigkeit zeigt bei 73 nach oben,
sprich, u®(71) > 0; und da 2#(r; + A7) = 2#(71) + v AT + O(AT?),
bewegt sich der Beobachter an diesem Ereignis in Richtung Zukunft.
Umgekehrt ist es beim Ereignis mit Eigenzeit 73: dort ist u°(73) < 0
und der Beobachter bewegt sich in Richtung Vergangenheit.

Nun héngt die 4er-Geschwindigkeit stetig von der Eigenzeit ab. Es
muss also einen Eigenzeitpunkt 7o geben, wo sich der Beobachter
weder in die Zukunft noch in die Vergangenheit bewegt. Genau ge-
nommen folgt dies mit dem Zwischenwertsatz fiir . Per Annahme

ist ul(r2) # 0.

Aber auch die geometrische Darstellung der 4er-Geschwindigkeit

héngt stetig von 7 ab. Es muss also auch ein Eigenzeitpunkt 7 zwischen 7 und 75 geben, wo die
4er-Geschwindigkeit um genau 45° geneigt ist und sich der Beobachter mit Lichtgeschwindigkeit be-
wegt.

Aber die Lichtgeschwindigkeit kann er nie erreichen. Somit ist die ganze Weltlinie unphysikalisch.

Bemerkungen:

(i) Die Bezeichnungen ,Richtung Zukuft* und ,Richtung Vergangenheit* beziehen sich stets auf ein
Inertialsystem, hier auf K. Fir eine Weltlinie, die sich aber mit weniger als Lichtgeschwindigkeit
Richtung Zukunft oder Vergangenheit bewegt, stimmen die Bedeutungen in jedem Inertialsystem
tberein.

(ii) Dass die jer-Geschwindigkeit bei Ty steiler als 45° nach oben zeigt, bedeutet, dass sich der Beob-
achter mit weniger als Lichtgeschwindigkeit bewegt, siche (b). Wenn wir in der Praxis wie hier
eine Zeitreise versuchen mdchten, dann ist dies am Anfang der Reise sicherlich der Fall.

(iii) Obiges Argument zeigt auch, dass sich der Beobachter nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit bewegen
kann, wenn er sich vorher mit weniger als Lichtgeschwindigkeit bewegt hat. Denn dazu miisste er
zuerst Lichtgeschwindigkeit erreichen.

(iv) Das eher geometrische Argument fir die Ezistenz von T kann mit dem Resultat von (b) rigoros

gefiihrt werden, siehe Bemerkung dort.

Fiir Unterlichtgeschwindigkeit ist (u®)? > Zizl(uk)z, denn

3 2 3 2 2 2 2
da da* dr dr/dt£0 dt da*
2 2
2> — ) = — ) (= = A=) > — .
> (w) (%) (F) i) > 2 (%
k=1 k=1 k=1
Also ist utu, > 0. Dass sogar u*u, = 1, wird noch folgen.
Wir kénnen alternativ auch eher geometrisch argumentieren: fiir kleine At muss |0] = |AZ|/At < ¢,
also cAt > |AZ|. Da die 4er-Geschwindigkeit tangential zur Weltlinie ist, folgt nun u® > |i|, bzw.
(u®)? > Zizl(u’“)Q). Dieses Argument wird genau, wenn A¢ — 0.
Fiir Lichtgeschwindigkeit miissen wir in den obigen Ausdriicken > mit = ersetzen und erhalten das
gewiinschte Resultat.
Bemerkung: Bei 7 haben wir (u®)? > Eizl(uk’)Q, da dort die Geschwindigkeit kleiner als ¢ ist. Bei
o ist dann (u®)? =0 < Zizl(uk)2,' es gilt < statt <, weil Gleichheit ut(2) = 0 bedeuten wiirde. Mit
dem Zwischenwertsatz folgt, dass es ein 7 geben muss, mit (u%)? = Zi:l(uk)Q, also ist die Weltlinie
dort lichtschnell. Dies zeigt den letzten Teil von (a) rigoros.

Die Eigenzeit 7 ist so definiert, dass d#°/d7 = 1 im momentanen Ruhesystem (das Inertialsystem,
in dem der Beobachter momentan ruht). Das heisst: eine Uhr, die der moglicherweise beschleunigte
Beobachter mittriigt (diese definiert die Eigenzeit), soll so eingestellt sein, dass sie gleich schnell tickt,
wie eine inertiale Uhr, die sich momentan mit gleicher Geschwindigkeit wie der Beobachter bewegt.

Im Momentanen Ruhesystem K ist also per Definition dz° /dr = 1. Zudem bewegt sich der Beobachter
momentan nicht, also dz/dr = dz/dz° - dz°/dr = 0. Sprich, a* = (1,0,0,0).
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Bemerkungen:

(i) Dies gilt in geometrischen Einheiten. Wenn wir stattdessen die Faktoren ¢ beibehalten, kommt je
nach Finheitenkonvention u* = (¢,0,0,0) oder u* = (1,0/¢,0/c,0/c) = (1,0,0,0) heraus.

(#i) Dass der Beobachter iiberhaupt ein momentanes Ruhesystem hat, ist eine Folge davon, dass er ein
Beobachter ist. Denn um beobachten zu konnen, muss er ein Bezugssystem/Koordinatensystem
mit einer Zeitachse und drei Raumachsen um sich herum konstruieren kommen; und wenn dies
funktioniert, konnen wir ein momentanes Ruhesystem finden, indem wir einfach jegliche Be-
schleunigung vom vorher konstruierten Bezugssystem entfernen.

(d) Aus (c) folgt a#a, = 1 im momentanen Ruhesystem. Wir betrachten die Lorentz-Transformation
vom momentanen Ruhesystem nach K (d.h. die Inverse der Transformation in der Aufgabenstellung).
Dann kénnen wir wie beschrieben die Komponenten u* der 4er-Geschwindigkeit in K berechnen. Da
das Quadrat eines 4er-Vektors Lorentz-invariant ist, folgt u*u, = 44, = 1. Wenn wir nun aber den
Eigenzeitpunkt 7 betrachten, haben wir gesehen, dass u#u, = 0; an u*u, = 1 &ndert dies aber nichts.
Somit miisste an diesem Ereignis 0 = 1 gelten, ein Widerspruch.

Es folgt, dass ein lichtschneller Beobachter kein momentanes Ruhesystem besitzen kann, also kann er
kein wirklicher Beobachter sein. Beobachter kénnen sich also nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegen.
Schliesslich folgt, dass Zeitreisen wie in (a) nicht méglich sind.

Bemerkungen:

(i) Es folgt auch, dass Eigenzeit nur fir Weltlinien mit einer Geschwindigkeit kleiner als Lichtge-
schwindigkeit definiert sind. Und genauso sind 4er-Geschwindigkeiten nur fir solche definiert.
Wir konnen aber allgemeinere Kurven x(\) eines allgemeineren Parameters betrachten, wenn
A keine Zeit ist.

(i) Ist ut definiert, haben wir uu, =1, wie in (b) behauptet.

(e) Wie in (a) muss es einen Eigenzeitpunkt 7 mit u° = 0 geben. Mit der Bemerkung von (b) folgt dann,
dass es auch einen Eigenzeitpunkt 7 gibt, wo sich der Beobachter mit Lichtgeschwindigkeit bewegt,
was gemiss (d) nicht moglich ist.

(+f) w* = 0 impliziert u,u* = 0, was gemiss (d) unmoglich ist.

Wir kénnen dies auch leicht anders mittels (¢) und (d) sehen: @* = (1,0,0,0) im momentanen Ru-
hesystem bedeutet, dass u* nicht komplett null sein kann, weil Lorentz-Transformationen linear und
invertierbar sind, also einen trivialen Nullraum besitzen.

Bemerkung: Die soeben motivierte Annahme wurde genau genommen nur in (a), (b) und somit
(e) verwendet. (c) und (d) waren von der Annahme unabhingig und wir konnten diese Resultate
verwenden, um die Annahme zu motivieren.

Bemerkung: Wir haben Vergangenheitsreisen von Beobachtern in der speziellen Relativititstheorie ausge-
schlossen. Es gibt jedoch andere Arten, wie solche Zeitreisen potentiell méglich sind, vor allem im Rahmen
der allgemeinen Relativititstheorie. Es wird aber stark davon ausgegangen, dass selbst die unmdglich sind.

Weiterfiihrende Bemerkungen und Literatur

Teilaufgabe (xf) sowie die Annahme, die damit motiviert wird, war nicht Teil der urspriinglichen Aktivitét
und wurde der Vollsténdigkeit halber spéiter erginzt.

Weder die Aktivitdt noch die folgende Bemerkung basieren speziell auf einer Quelle. Folgende Biicher be-
handeln aber die spezielle Relativitdstheorie: [2] (eher intuitiv, mit vielen Illustrationen) und [17] (eher
ausfiihrlich).

Alternative Argumente fiir die Unerreichbarkeit der Lichtgeschwindigkeit Neben dem hier ge-
zeigten Argument, existieren eine Reihe einfacherer Argumente, die zeigen, dass Beobachter Lichtgeschwin-
digkeit nie erreichen konnen:
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(i) Angenommen, ein inertialer Beobachter bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit. Sein Ruhesystem ist
dann ein Inertialsystem und geméss Relativitdtsprinzip muss sich Licht darin mit Lichtgeschwindigkeit
ausbreiten. Dies ist nicht vereinbar damit, dass das Ruhesystem des Beobachters auch ein Ruhesystem
fiir das Licht sein miisste. Es folgt, dass solch ein Beobachter nicht existieren kann, und dass Licht
kein Ruhesystem haben kann.

(ii) Die Energie eines massebehafteten Korpers (z.B. eines Beobachters) strebt gegen unendlich, wenn sich
der Korper in einem Inertialsystem der Lichtgeschwindigkeit anndhert. Mit endlicher Energie kann
Lichtgeschwindigkeit somit nicht erreicht werden.

(iii) Die Matrix eines Lorentz-Boosts hat divergierende Eintriige, wenn die Boostgeschwindigkeit Lichtge-
schwindigkeit erreicht. Gleichermassen werden Zeitdilatation und Langenkontraktion singulér. Dies ist
ein Anzeichen dafiir, dass die momentanen Ruhesysteme von lichtschnellen Beobachtern (wenn sie denn
existieren), sicherlich keine herkémmlichen Inertialsysteme sein kénnen. Somit kann ein lichtschneller
Beobachter sicherlich kein herkommlicher Beobachter sein.

Wir haben in der Aktivitéit ein eher technisches Argument verwendet, weil wir so verschiedene Aspekte von
4er-Geschwindigkeit, momentanen Ruhesystemen und Lorentz-Transformationen anwenden konnten.
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7

x Ungleichungen fiir zeitartige 4er-Vektoren

Ein zeitartiger 4er-Vektor v mit Komponenten v* heisst zukunftsgerichtet, falls v° > 0 1.

Wir schreiben kurz (a,b) := 7,,a"b” fiir das Skalarprodukt zweier 4er-Vektoren. Zur Erinnerung: v ist
zeitartig, falls (v,v) > 0, raumartig, falls (v,v) < 0, und lichtartig, falls (v,v) = 0.

Mathematischer Teil

(a)

(b)

()

Zeigen Sie, dass zeitartige 4er-Vektoren v und w die umgekehrte Cauchy-Schwarz-Ungleichung erfiillen:
(’an)2 > ('U, U) ’ (w,w), =, gdw. v xx w.

Hinweis: Wechseln Sie in ein Inertialsystem, in dem v* = (v°,0,0,0).

Zeigen Sie, dass zeitartige, zukunftsgerichtete 4er-Vektoren v und w die umgekehrte Dreiecksunglei-
chung erfiillen:

Vw4 w,v+w) > (v,0) + /(w,w), =, gdw. v = Aw, A > 0.

Hinweis: Verwenden Sie wieder das Inertialsystem aus (a), sowie die in (a) bewiesene Ungleichung.

Beweisen Sie die allgemeinere umgekehrte Dreiecksungleichung:

N

N N
(Z Vi, Zw) > Z V (vis vi),

i=1

wobei alle v; zeitartige, zukunftsgerichtete 4er-Vektoren sind. Gleichheit gilt, wenn alle v; in die gleiche
Richtung zeigen.

Physikalischer Teil

(d)

Betrachten Sie ein Gas aus N relativistischen Teilchen mit 4er-Impulsen p; und Ruhemassen m;,
1=1,...,N. Zeigen Sie, dass die Gesamtmasse des Systems folgende Ungleichung erfiillt:

N
M > Z m;, =, gdw. alle Teilchen mit derselben Geschwindigkeit bewegt sind.
=1

Hinweis: Es ist m? = (p;,p;) und M? = (p,p), wobei p der gesamte Jer-Impuls ist.

Seien A und B zwei Ereignisse mit zeitartigem 4er-Abstand. Zeigen Sie, dass die unbeschleunigte
Weltlinie zwischen A und B von allen moglichen Weltlinien zwischen A und B am meisten Eigenzeit
benotigt (allgemeines Zwillingsparadoxon).

Hinweis: Weiten Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung von Summen auf Integrale von 4er-Vektoren
aus.

Man kann zeigen, dass v0 > 0 unter Transformationen A € LT invariant ist. Die ,, Zukunfts-Gerichtetheit* eines zeitartigen
4er-Vektors macht also auch unabhingig von Koordinaten Sinn, solange wir keine Zeitspiegelung vornehmen.
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Losung

Mathematischer Teil

(a)

Beweis. Wir wechseln in ein Inertialsystem, in dem v* = (v°,0,0,0). Solch ein Inertialsystem kénnen
wir durch eine Rotation der Koordinaten und anschliessenden Boost in z!-Richtung immer finden.
Wir haben dann (v, w)? = (v°)2(w?)? und (v,v) = (v*)2. Auch ist (w,w) = (w®)? — |@|?, wobei @ die
Raumkomponenten von w sind. Aber da || > 0, ist (w,w) < (w°)?, und die Ungleichung folgt.

Gleichheit gilt, wenn |@] = 0. Dann ist im gewéhlten Inertialsystem w* = (w°,0,0,0) und somit
v X w. O

Beweis. Es ist (v+w,v+w) = (v,v)+ (w, w) +2(v,w). Wir verwenden wieder dasselbe Inertialsystem
wie in (a). Dort sehen wir, dass (v, w) = vw’ > 0, da v > 0 und w® > 0. Nach (a) folgt /(v,w)? >
(v,v)(w,w), also

(v+w,v+w) > (v,0) + (w,w) + 21/ (v,v)V/ (W, w) = (\/(v,v) + \/(w,w))2

Also ist

VUt w,v+w) >/ (v,0) + v (w,w).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn (v, w)? = (v,v)(w,w), also wenn v o< w, nach (a). Aber dies
bedeutet wegen v° > 0 und w® > 0 sogar v = Aw, mit A > 0. O

Beweis. Wir bemerken als erstes, dass die Summe zweier zeitartigen, zukunftsgerichteten 4er-Vektoren
wieder zeitartig und zukunftsgerichtet ist. Somit gilt nach der Dreiecksungleichung

Die Ungleichung folgt nun mit endlicher Induktion.

Wir betrachten noch die Bedingung fiir Gleichheit. Dazu miissen insbesondere im letzten Schritt vy _1
und vy in die gleiche Richtung zeigen. Aber die Sortierung der v; ist im Beweis willkiirlich. Deshalb
ist eine notwendige Bedingung fiir Gleichheit, dass die v; paarweise in dieselbe Richtung zeigen, bzw.
alle in dieselbe Richtung zeigen. Aber dann sind alle v; positive Vielfache voneinander und wir sehen
schnell, dass die Ungleichung zu einer Gleichung wird. O

Physikalischer Teil

(d)

Beweis. Der gesamte 4er-Impuls des Systems ist p = ZZN:O pi, wobei p; der 4er-Impuls des i-ten
Teilchens ist. Dann ist mit der allgemeinen Dreiecksungleichung

N

N N N
M = +/(p,p) = (meZpi)ZZ\/(pi,pi)ZZmi.

= =1

Gleichheit tritt ein, wenn alle p; in dieselbe Richtung zeigen. Somit zeigen auch alle 4er-Geschwindigkei-
ten u; in dieselbe Richtung, weil m; > 0. Die Normierung (u;, u;) = 1 legt diese 4er-Geschwindigkeiten
aber bereits komplett fest; alle Teilchen haben somit dieselbe 4er-Geschwindigkeit und somit auch
dieselbe Geschwindigkeit.

Somit ist die Masse eines Systems grosser oder gleich der Summe der Teilmassen; dies steht im Ge-
gensatz zur klassischen Physik, wo Masse immer additiv ist. Die behandelten Ungleichungen lassen
sich auch auf lichtartige 4er-Vektoren erweitern (siehe weiterfithrende Berkeungen unten); wir kénnen
also auch Systeme betrachten, die Licht enthalten. Zum Beispiel kann ein System aus Lichtpulsen eine
Masse besitzen, obwohl die einzelnen Pulse masselos sind. O

Beweis. Wir argumentieren hier eher intuitiv.

OBdA. geschieht A vor B. Der 4er-Abstand von A nach B sei Az. Fiir einen inertial bewegten
Beobachter, der sich von A nach B bewegt, vergeht dabei die Eigenzeit AT = \/(Ax, Az).
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Wir betrachten eine zweite, allgemeine Weltlinie von A nach B, gegeben durch z(7'), wobei 7 die

Eigenzeit entlang dieser Weltlinie ist. Dabei vergeht trivialerweise die Eigenzeit A7’ = fT,B d7’. Nun
A

T

gilt fiir die 4er-Geschwindigkeit u der Weltlinie /(u,u) = 1, also

s Th d d B
AT = / vV (u,u)dr’ = / (dx/’ dx/>d7" = / v/ (dz, dx).
T T T T A

Das Integral auf der rechten Seite kann als Grenzwert einer Riemann-Summe gesehen werden: vor dem
Grenzwert haben wir statt do endliche 4er-Abstéinde Az;. Diese sind zeitartig und zukunftsgerichtet.
Bevor der Grenzwert genommen wird, gilt also die allgemeine Dreiecksungleichung; im Grenzwert kann
die Ungleichung bloss eine Ungleichung bleiben, also folgt

=Az =Azx

Weiterfiihrende Bemerkungen

Diese Aktivitdt wurde im Unterricht nicht behandelt. Sie setzt auch eher auf mathematische Intuition als
physikalische, und ist etwas schwieriger als andere Aktivititen.

Erweiterung um lichtartige 4er-Vektoren Die umgekehrte Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt immer
noch, wenn v und/oder w lichtartig sind.

Beweis. Die linke Seite der Ungleichung ist stets > 0.

Sind v und w lichtartig, so ist die rechte Seite null und die Ungleichung gilt. Gleichheit gilt, wenn (v, w) =
9w — vtw! = 0, wobei wir die Koordinaten so gedreht haben, dass v* = (v°,v!,0,0); hier haben wir
|v°| = |v!|. Gleichheit kann also nur gelten, wenn auch |w°| = |wl|, also w* = (w® w!,0,0) in diesen

Koordinaten. Zudem muss sgn(v®)-sgn(w®) =sgn(v')-sgn(w'), was v oc w bedeutet.

Sei nun v zeitartig und w lichtartig. Wir wechseln in ein Inertialsystem, wo v* = (v°,0,0,0). Falls w = 0,
gilt Gleichheit trivialerweise. Sei OBdA. w # 0; es folgt sofort v ¢¢ w. Die rechte Seite der Ungleichung ist
wieder null; wir miissen nur noch zeigen, dass die linke Seite > 0 ist. Tatsiichlich: (v,w) = v*w® # 0, da
v # 0 und w® # 0. O

Auch die umgekehrte Dreiecksungleichung in (c¢) gilt, wenn v und/oder w lichtartig sind, solange beide
zukunftsgerichtet sind.

Beweis. Seien beide Vektoren lichtartig (aber nicht null, weil sie zukunftsgerichtet sind). Dann ist die
rechte Seite der Ungleichung null. Analog zum Beweis in der Aktivitdt missen wir nur (v, w) > 0 zeigen;
die Ungleichung folgt dann mit der soeben bewiesenen umgekehrten Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Aber
(v,w) = v’ —v- @ >0,
=|7l| o]
wobei die Ungleichung aus der herkémmlichen Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt. Gleichheit tritt bei (v, w) =
0, also v  w ein.

Sei nun v zeitartig und w lichtartig. Auch hier ist

(v,w) = v'w® — vlw! >0,

wobei wir in ein Inertialsystem mit v# = (v°,v!,0,0) gewechselt sind und verwendet haben, dass v" > |v}].
Die Ungleichung folgt wie oben. Gleichheit tritt ein, wenn (v,w) = 0, also v o< w (was aber hier ohnehin

nicht passieren kann). O

Schliesslich kann auch die allgemeine umgekehrte Dreiecksungleichung auf lichtartige, zukunftsgerichtete
4er-Vektoren erweitert werden. Die notwendigen Anpassungen im Beweis von (c) sind aber trivial.
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8 Geoditen der Kugeloberfliche S2

Wir haben zwei Punkte P; und P, auf der zweidimensionalen
Oberfliche der Kugel mit Radius 1, S?, gegeben. Wir mochten
zeigen, dass die kiirzeste Verbindungslinie zwischen P; und P,
welche génzlich auf der Oberfliche verlduft, das kiirzere Segment Grosskreis
des Grosskreises durch P; und Ps ist. P v([0, 1)) P,

Ein Kreis auf S? heisst Grosskreis, wenn er $2 in zwei Halb-
kugeln teilt. Auf der Erde sind dies z.B. der Aquator und alle
Langenkreise.

Wir verwenden Kugelkoordinaten (6, ¢) die wir spéter noch ge-
scheit drehen werden.

(a) Wir parametrisieren eine allgemeine Kurve auf 52 von P, nach P, durch eine Funktion 7 : [0,1] — 52,
A= P(O(N),d(N)), wobei P(6,¢) der Punkt mit Koordinaten 6 und ¢ ist. Zeigen Sie, dass die Linge
dieser Kurve durch folgendes Funktional gegeben ist:

1
L[] ;:/ Cdx, L= 1/0" + ¢*sin 6.
0

Um die kiirzeste Verbindung zu finden, kénnen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen (E-L) 16sen, die der
Variation dL[y] = 0 entsprechen. Dies stellt sich aber als ziemlich schwierig heraus (Bonusfrage: wieso?).
Stattdessen betrachten wir ein einfacheres Funktional

1
Ly == / 7 dx, 0:=0"+ ¢ sin0.
0

Wir werden in (e) sehen, dass 6L[y] =0 = L[] = 0; somit kénnen wir Geodiiten auch mit L bestimmen.
Dies werden wir jetzt tun.

Zur Erinnerung: die Euler-Lagrange-Gleichungen #quivalent zu 5I~/[7] = 0 sind
ol _aoi  oi_adl
dp AN O¢’ 90 d\ o8’

(b) Zeigen Sie, dass ¢'sin?§ = K = konst.
(c) Zeigen Sie mit Hilfe der E-L-Gleichung fiir 6, dass 0" = K2 cossin> 6.

(d) Angenommen, (6(X\), #(\)) 1ost die Differentialgleichungen von (b) und (c), und verbindet P; mit Ps;
sprich, das entsprechende ([0, 1]) ist eine Verbindungslinie mit extremaler Linge. Argumentieren Sie,
dass wir die Koordinaten bei festgehaltenem ([0, 1]) so drehen kénnen, dass (0) = 7 /2, 6'(0) = 0.
Folgern Sie, dass #(\) = 7/2 = konst. und ([0, 1]) somit auf dem Aquator liegt, einem Grosskreis.
Beweisen Sie somit die Aussage in der Einleitung.

Hinweis: ~([0,1]) ist ein geometrisches Objekt. v([0,1]) sollte also das Bild der Lésungskurve sein,
egal wie die Koordinaten gedreht werden.

(e) Beweisen Sie, dass 6L[y] =0 = L[] = 0. Sprich, dass eine Losung v der E-L-Gleichungen fiir L[]
auch die E-L-Gleichungen fiir L[] 16st.
. ¢ / ‘-
Hinweis: £ =1(02. Wegen % =0 st 9/% + d)’aa—(b/ —{ =1{ = konst.
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Losung

(a) Das infinitesimale Linienelement ist dL = +/d#2 + d¢2sin® = dA\/0? + ¢'*sin? 6. Somit ist die

Lénge
1
:/ 0d), 0 =1/0"+ ¢/*sin? 0.
0

Bemerkung: Die Extremierung des Funktionals L[y] kann bloss die Form der Verbindungskurve festlegen,
nicht aber die Parametrisierung. Denn L[y] ist unter Reparametrisierung invariant, da dies die Linge
unverdndert belisst. Das heisst, wenn ~ eine Lisung ist, so ist es auch v =y o f, wobei f : [0,1] — [0,1]
eine stetige, monoton steigende Bijektion ist. Also haben die E-L-Gleichungen, welche aus L[] = 0 folgen,
eine dberabzihlbare Menge an Lésungen, selbst wenn wir die Randbedingungen (Anfangs- und Endpunkt)
wie hier vorgeben. Folglich ist es schwierig, die E-L-Gleichungen zu lésen.

Aus diesem Grund wechseln wir zum anderen Funktional L[y]. Die Idee ist, dass L[] dem eigentlichen
Lingenfunktional L[] entspricht, wenn £ = konst. mit einem bestimmten Wert. Wir werden noch sehen, dass
¢ tatsdchlich konstant ist und durch die Variation gerade den richtigen Wert erhdlt. Somit kinnen wir statt
L[] auch L[] variieren. Zudem fiziert uns die Variation von L[y bereits eine praktische Parametrisierung
und vereinfacht so die Rechnung.

(b) Weil 3¢/8¢ = 0, ist geméiss E-L.-Gleichung fiir ¢

% = 2¢'sin? 0 = konst. =: 2K.
(c) Die E-L-Gleichung fiir 6 ist ) )
ol _ a0t
o0 dXx 00"
Also ist
% =2¢/° cosfsinf = 2K2 cosfsin 30 "= dd)\ 685’ = %(29’) = 20",

(d) Das Bild C := ([0, 1]) = P(6([0,1]), ¢([0, 1])) C S? der Losungskurve muss komplett von Koordinaten
unabhéngig sein, wenn es die kiirzeste Verbindungslinie zwischen P; und P> beschreiben soll; denn
die kiirzeste Verbindungslinie ist sicherlich nur durch die Geometrie von S? sowie durch die beiden
Punkte P; und P, bestimmt.

Wir konnen deshalb unser Koordinatensystem beliebig drehen, die Gleichungen aus (b) und (c) losen,
und werden als Bild der Losungskurve dieselbe Teilmenge C' C S? erhalten. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir die Koordinaten also so ausrichten, dass (0) = 7/2 und 6'(0) = 0 (Start am
Aquator und parallel zum Aquator, der durch die Wahl der Koordinaten definiert wird). Dann folgt
aus (c) aber, dass 6(\) = 7/2 fiir alle A\. Die Verbindungslinie liegt also komplett auf dem Aquator,
einem Grosskreis.

Wenn jetzt (e) stimmt, dann ist die kiirzeste Verbindung zwischen P; und P, der kleinste Gross-
kreisbogen zwischen den Punkten. Meistens ist dieser Kreisbogen eindeutig. Wenn aber P; und P,
antipodal sind, d.h. genau gegeniiberliegen, dann gibt es unendlich viele kiirzeste Verbindungslinien.

(e) 6L[y] = 0 impliziert die E-L-Gleichung i i
ol _ a0l
20 dx o9

Nun ist £ = ¢2, also entspricht die letzte Gleichung

o d [ ot de ot d ot
(21289,) 2~ 420

2056 = I oo e

Da 9/, /OA = 0, ist geméss Hinweis

_i ol oc ~ d 2 9 2 _i~
0= (aef ¢a¢/ z) (29 + 24/ sin% 0 €>_d>\€'
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Aber dann ist auch d d
Damit die Kurve {iberhaupt von P; nach P, kommen kann, muss ¢ > 0 und somit ¢ > 0.

Also f&llt in (8.1) der Term mit d¢/dX\ weg und wir kénnen insgesamt durch 2/ teilen:

o d ot
00 dx oo

Dies ist nun genau die E-L-Gleichung fiir 6, welche 6L[y] = 0 entspricht.

Fiir ¢ funktioniert dasselbe Argument ebenfalls. Wir sehen also, dass eine Losung der E-L-Gleichungen
fiir L[] ebenfalls eine Losung fiir L[7] ist. Sprich, wir kénnen Geodéten auch durch Extremierung des
Funktionals L[y] finden.

Bemerkung: Der Unterschied in den Funktionalen liegt wie oben bemerkt in der Parametrisierung. L[v] legt
die Parametrisierung nicht fest, L[] hingegen schon: sie ist iber d¢/d\ = 0 und die Randwerte v(0) = Py,
v(1) = P gegeben. Eine Parametrisierung mit ,konstanter Geschwindigkeit* ¢ = konst. wird auch affin
genannt. Eh] fiihrt somit natirlicherweise zu affinen Parametrisierungen.

Weiterfiihrende Bemerkungen und Literatur

Geodéten auf Oberflichen sind eines der vielen Themen der Differentialgeometrie von Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten (grob gesagt Mannigfaltigkeiten mit Metrik, siehe auch weiterfithrende Bemerkungen in Ak-
tivitdt 5). Fiir eine ausfithrliche Behandlung siehe z.B. [7] (Grundlagen von Mannigfaltigkeiten) und [6]
(Riemannsche Mannigfaltigkeiten).

Intuition hinter dem Funktional £ Die Intuition hinter dem Liingen-Funktional ¢ ist klar: £AN ist die
approximative Lénge eines Kurvensegments zwischen zwei Punkten, die um die kleine Parameterdifferenz
A\ auseinanderliegen. Diese Bedeutung wird genau, wenn A\ — 0.

Die Intuition hinter ¢ = ¢2, dem sogenannten Energie-Funktional, ist hingegen weniger offensichtlich. Wir
mochten sie hier aufzeigen. Zwei Intuitionen sind moglich:

(i) Wenn wir A als Zeit interpretieren, dann ist { bis auf den Faktor m/2 die kinetische Energie eines
Teilchens der Masse m, deshalb der Name.

Wenn das Teilchen frei ist, dann ist dies auch bereits die Lagrange-Funktion des Teilchens. Die Kurve,
die L extremiert, kann also als Flugbahn eines freien Teilchens gesehen werden, dessen Bewegung auf
die Oberfliche der Kugel (oder irgendeines anderen Korpers) beschrinkt ist.

Im dreidimensionalen Raum bewegt sich das Teilchen in einer geraden Linie, also wird sich das Teilchen
auf der Kugel lokal auf einer Linie bewegen, die der Projektion einer Geraden auf die Kugeloberfliche
entspricht. So erhalten wir grob gesagt die Grosskreise, die wir in der Aktivitéit analytisch gefunden
haben. (Auf der Kugel ist der ganze Grosskreis die Projektion einer geraden Linie im Raum; fiir andere
Oberfléchen sind Geodéten aber nicht immer ganzheitlich Projektionen einer geraden Linie auf die
Oberfliche, sondern nur lokal.)

(ii) Die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei Punkten auf einer Oberfléiche kann intuitiv auch durch
Spannen eines Gummibands, welches komplett in der Oberfliche zwischen den beiden Punkten verlauft,
gefunden werden, weil sich das Gummiband zusammenzieht und somit seine Linge minimiert.

Wir kénnen ein Gummiband als eine Kette aus N Federn betrachten und spéter den Kontinuumslimes
N — oo betrachten. Die potentielle Energie der Federkette ist

N
K(N .
i=1

wobei K (N) die Federkonstante einer einzelnen Feder ist. AZ; ist die Auslenkung der Ruhelage der
i-ten Feder.
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Damit die Energie bei N — oo nicht null wird, obwohl AZ; ungefihr linear mit N abnimmt und die
Anzahl Terme linear in N zunehmen, muss K(N) = KoN, mit einer Konstante Ky. Wir kommen
auf dasselbe, wenn wir verlangen, dass die totale Federkraft der Kette gleich bleibt (dort miissen wir
beachten, dass nur die letzte Feder effektiv eine Kraft auf den Endpunkt ausiibt). Also ist

2

Al‘i A)\,

AN

Ko oo o Ko
UZTON;\AMQ:?O;

wobei wir AX = 1/N eingefiihrt haben.

Nun kénnen wir die Summe als Riemann-Summe interpretieren, und erhalten im Limes

Ko [ (dz\? Ko ;
=— — =—1L.
=3[ (&) =73
Die Energie des Gummibands ist also bis auf einen konstanten Faktor das Energie-Wirkungsintegral
L; deshalb der Name.

Wenn wir nun das Gummiband loslassen, wird es schnell seine endgiiltige Form annehmen; solch ein
Prozess kénnen wir also also adiabatisch approximieren. Nun wissen wir aus der Thermodynamik,
dass wihrend einem adiabatischen Prozess die Entropie unverdndert bleibt, und deshalb die innere
Energie des Systems minimiert wird. Die innere Energie ist in unserem Fall einfach U.

Wir sehen also, dass das Energie-Wirkungsintegral L auch durch ein Gummiband zwischen den be-
trachteten Punkten motiviert werden kann, welches seine innere Energie und somit seine eigene Lénge
minimiert, wenn es losgelassen wird.
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9

Mechanische Ahnlichkeit und drittes
Keplersches Gesetz

Angenommen, ein physikalisches System bestehe aus N Punktteilchen mit kartesischen Koordinaten Z;,
1 =0,...,N, und werde durch eine zeitunabhéngige Lagrange-Funktion beschrieben:

Y1 dw?
L=T-0, T:ZQmZ-(d;), U=U(Zy,...,In).
=1

Wir nehmen zudem an, dass U eine spezielle Form hat, ndmlich

(a)

(b)

UlaZy,...,aZy) =a® - Ui, ...,Iy), fiir eine Zahl k£ und alle Zahlen o > 0.

Erkliren Sie, dass die Lagrange-Funktion L’ := X-L, X # 0, genau dieselben Lsungen fiir die Bewegung
des Systems liefert, wie L. Wir sagen, L' und L sind dquivalente Langrange-Funktionen.

Wir betrachten nun die Koordinatentransformation #; = a~'Z; fir o > 0, kombiniert mit einer
Skalierung der Zeit: ¢/ = 8=t fiir 8 > 0.

Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion L' (Z1,...,d#//dt/,...) ausgedriickt in den neuen Koordinaten
und der neuen Zeit, dquivalent ist zur Lagrange-Funktion L(&y,...,d#/dt,...), ausgedriickt in den

alten Koordinaten und der alten Zeit !, wenn o282 = a¥, sprich § = a!~#/2.

Hinweis: Geschwindigkeiten skalieren bei der Transformation um o~ 1/371.

Angenommen, wir haben eine mogliche Losung der Bewegungsgleichungen gefunden. Wir skalieren die
Dimensionen der Bahnkurven der Teilchen dann um « # 0 und erhalten neue Bahnkurven, die die
Bewegungsgleichungen aber nicht mehr unbedingt 16sen.

Argumentieren Sie, dass die neuen Bahnkurven wieder Losungen der Bewegungsgleichungen sind, wenn
wir sie zudem um den Faktor § langsamer abspielen, wobei 8 in (c¢) durch « und k gegeben ist. Die
alte und neue Bahn heissen zueinander mechanisch dhnlich.

Hinweis: Wenn Sie die Bahnen skalieren, kénnen Sie du die Koordinaten umgekehrt skalieren, sodass
die neuen Bahnen in den neuen Koordinaten numerisch gleich aussehen wie die alte Bahn in den alten
Koordinaten.

Betrachten Sie den Fall eines Teilchens im Gravitationspotential
U(Z) = —GM/|Z|. Fiir dieses Potential ist k = —1.
Zeigen Sie, dass fiir zwei geometrisch dhnliche Ellipsenbahnen A

und B (siche Abbildung rechts) fiir die Perioden T und grosse
Halbachsen a gilt, dass

T 3/2
A4 (aA> (schwache Version des 3. Kepler-Gesetzes)
TB ap

Bahnen, die durch Drehung und
Skalierung ineinander iibergehen,
heissen geometrisch dhnlich.

Hinweis: Verwenden Sie neben (c) auch, dass dieses Potential
rotationssymmetrisch ist.

LGenauer gesagt:

1

L(Zy,...,d@%/dt,...) == L(F1(8"),...,d& /dt (dZ7/dt'),...) = A- L (Z1,...,dZ;/dt,...)

muss erfiillt sein fiir ein A # 0.
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Losung

(a)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir L’ sind

ov _dor oL _ doL

Den Faktor A\ konnen wir wegen Linearitdt der Ableitung nach aussen ziehen. Da A > 0, kénnen wir
auf beiden Seiten durch A teilen. So erhalten wir die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir L.

Unter Verwendung des Hinweises ist
4z di Yo (i mio? (i)’
T Lo )=7(—,... )= == = —— ).
(dt” ) (dt’ ) ZZ(dt ,22 2\ a¢

Uzh,...)=U(@,...)=Ulaz,...) = Uu@],...).

Zudem ist

Unter Beobachtung der Fussnote in der Aufgabenstellung ist also L’ dquivalent zu L, wenn o = a2 /32,
sprich f = a!=#/2,

Seien #;(t) die urspriinglichen Bahnen (also Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen). Die skalierten
Bahnen sind Z}(t) := a#;(t). Die skalieren Bahnen unterscheiden sich physikalisch von den urspriing-
lichen und sind nicht unbedingt Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen. Die Idee ist jetzt, dass
wir die skalierten Bahnen mit den Erkenntnissen aus (b) noch weiter anpassen konnen, indem wir sie
auch in der Zeit skalieren, sodass sie wieder Losungen der Bewegungsgleichungen werden. Wir spielen
die Bahnen also zusétzlich um S langsamer ab: Z/(t') := aZ;(t'/3), wobei 8 wie in (b) durch o und &
bestimmt ist.

Wir kénnen nun noch eine Koordinaten- und Zeittransformation vornehmen: wenn wir die Koordinaten
mit o1 skalieren, und die Zeit mit 87!, dann haben die neuen, verlangsamten Bahnen in den neuen
Koordinaten/Zeit dieselbe funktionelle Form, wie die alten Bahnen in den alten Koordinaten/Zeit.

Nur gehorchen die alten Bahnen in den alten Koordinaten/Zeit der Lagrange-Funktion L, wihrend
die neue Bahnen in neuen Koordinaten/Zeit der Lagrange-Funktion L’ gehorchen miisste, um eine
physikalische Losung zu sein.

Wir haben in (b) gesehen, dass L und L’ in den jeweiligen Koordinaten/Zeiten dquivalent sind, wenn
die Koordinaten- und Zeittransformation gemiss 8 = a'~%/2 aufeinander abgestimmt sind. Aber dies
ist hier gerade der Fall und da die alten Bahnen Lésungen waren, sind es die neuen auch.

Aus k = —1 folgt 8 = a*/2. Wir beginnen mit einer Ellipsenbahn A und skalieren sie um den Faktor
«, um die Bahn B zu erhalten. Gleichzeitig muss die Bahn B um den Faktor S langsamer verlaufen
als A, damit sie eine echte Bahn ist. Sprich, die Periode von B ist um [ grosser als die Periode von
A. Wenn a4 und ap die grossen Halbachsen der Bahnen sind, dann ist « = ag/a4. Es folgt

T

a2
_ 3/2 _

= « = | — .
Ta 4 (GA)

Wenn wir davon den Kehrwert nehmen, erhalten wir gerade die Gleichung in der Aufgabenstellung.

In einem zweiten Schritt kénnen wir B nun noch beliebig um das Massenzentrum drehen. Da das
Potential rotationssymmetrisch ist, muss die so erhaltene Bahn immer noch eine Losung der Bewe-
gungsgleichungen sein, mit genau derselben Periode.

Weiterfiihrende Bemerkungen und Literatur

Die Aktivitét basiert auf Kapitel §10 von [9]. Dort werden auch weitere Anwendungen von mechanischer
Ahnlichkeit behandelt. So kann zum Beispiel elegant gezeigt werden, dass die Periode eines harmonischen
Ostzillators nicht von der Amplitude abhéngt.

In der Ubungsstunde wurde eine andere Version der Aktivitit verwendet; da diese Version nicht sehr klar
war, wurde die Aktivitdt nachtriglich angepasst.
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10 Relativistischer Drehimpuls aus dem

Noether-Theorem

Wir betrachten ein relativistisches Teilchen mit Masse m und Eigenzeit 7. Seine Bewegung ist z.B. gegeben
durch das folgende Wirkungsintegral:

2 m dz# dz”
S=[ Ld ="y S
/T1 ™ 2 v 3r Tar

Wir betrachten den Fluss ¢y : o — A(A)#, x¥, mit A(X\) € Ll eine Lorentz-Matrix.

()

(b)

Zeigen Sie, dass L ((%_(b/\l‘“) =L (%), also dass ¢, eine Symmetrie ist.

Hinweis: Lorentz- Transformationen verdndern die quadrierte Ldnge eines 4er-Vektors nicht.
Wir schreiben A*, := %A()\)“,jh:o. Zeigen Sie mit dem Noether-Theorem, dass

dz o, LAV P
M:mnWFA o2’ =, p"AY

erhalten ist, wobei p* = m% der 4er-Impuls des Teilchens ist.

L
Hinweis: Das Theorem besagt, dass (ij/dﬂaa)\gb)\x” o erhalten ist.

Folgern Sie aus A(\) € LT, = {A € GL(4) ’ ATnA =n, det A =1, A% > 1} und A(0) = id, dass

0 1 2 3

H
e}
|
>
)
S
(V]

a fiir beliebige
a2 ¥ 0 =’ adVeR
a

AT +nA=0,trA=0, A% =0 bzw. A=
Hinweis: Verwenden Sie det (id + AA + O(A\?)) =1+ M trA+ O(\?).

Folgern Sie aus (b) und (c), dass der Tensor M*” = ptg¥ — p”z# erhalten ist. Diskutieren Sie, welche
spezifischen Symmetrien ¢, zur Erhaltung der einzelnen Komponenten fiithren. Erkliren Sie, wieso es
sinnvoll ist, M*” als Drehimpuls des Teilchens zu sehen.

Hinweis: Betrachten Sie z.B. den Boost in x-Richtung, d.h.

cosh A sinh A 0 0
A()\) — smoh)\ Cosbh)\ ? 8 ,
01

0 0

oder die Rotation um die z-Achse, d.h.

TR
A()‘) = (0 0 cos A —sin A
00 sinA cosA

Koénnen wir dies auf NV Teilchen erweitern? Was briauchten wir noch in der Lagrange-Funktion, damit
die Drehimpulserhaltung interessant wird?
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Losung

(a)

Wir haben (f—TgZ),\a:" = LIAM)#, 2] = AA)H, L 27, Dies sehen wir auch bereits daran, dass %x“ die

dr vdr
Komponenten der 4er-Geschwindigkeit sind, einem 4er-Vektor.
Also ist
d m da? dz® m  dzf da’ d
L{—o¢ ") =—n, AN —AN',—=—n,,——=L| —z"]).
<d7’¢)‘x > 9 v (W dr (N dr 2 lee 37 “dr (drx >

Das zweite Gleichheitszeichen folgt, weil die quadrierte Lange der 4er-Geschwindigkeit Lorentz-invariant
ist. Somit haben wir gezeigt, dass ¢, eine Symmetrie ist, und zwar fiir alle A(\), die ¢ zu einem Fluss
machen (per Definition muss eine Symmetrie ndmlich ein Fluss sein). Insbesondere muss A(0) = id
die Identitdtsmatrix sein.

Das erzeugende Vektorfeld des Flusses ist

0 0
w_ 9 o o _9 TR _An
v 8)\¢)‘w A=0 8)\A()\) v |0 A%,

mit der Notation in der Aufgabenstellung.

Bemerkung: der Tensor A", wird auch der Generator der Einparameter-Gruppe A(X) von Lorentz-
Transformationen genannt.

Noether’s Theorem besagt nun, dass

oL dzt
T L I o

erhalten ist. Mit dem 4er-Impuls p* = m% folgt

M =n,,p"A" x".

Angenommen, A()\) € LL Wenn wir die Bedingung A”nA = 7 nach A ableiten und bei A = 0
auswerten, erhalten wir

0 9]
= —AWN)T A A0) AN
0= AWT|  0A(©) +AO)Tn AN
0= ATy +nA,
A= 777AT77a
eine Bedingung an A. Ausgeschrieben in Indexnotation ist sie
A, = A% . (10.1)

Weil det(A(A\)) = 1, muss insbesondere fiir A < 1 geméss Hinweis
1 =det(id+ XA +0ON)) =1+ Atr A+ 0O\

gelten, also tr A = 0. Die Bedingung A(M\)#, > 1 bedeutet 1 + AA%, + O(A\?) > 1. Also muss A%, =
weil A positiv und negativ sein kann.

Wir betrachten den Diagonaleintrag A*, (fiir den Rest der Teilaufgabe keine Einsteinsche Summen-
konvention) und erhalten mit (10.1)

AR — UWA#,WW — _Auu = 0.

7

Hier haben wir verwendet, dass n,, = n** = +1. Somit sind alle Diagonaleintréige von A null. Dies
erfiillt gleich auch tr A = 0 und A°; = 0. Analog erhalten wir fiir i = 1,2, 3

Aoi = —WOOAiomi = _(1)Aio(_1) = Aio-
Und schliesslich fiir 4,7 =1,2,3
Al = Al = — (1) A7 (-1) = —A,.

J 7
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Somit muss A von folgender Form sein:

0 al a? a®
A al 0 —b b2 ’

a? b 0 bt

a® —b%> bt 0

wobei a®, ' € R. Tatséchlich kann fiir jede Wahl der a’s und b’/’s ein passendes A(\) gefunden werden.
Die Vorzeichen der b’’s sind nur Konvention; wichtig ist aber, dass der 3 x 3-Block von A unten rechts
antisymmetrisch ist, wiahrend der Rest symmetrisch ist.

Wir folgen dem Tipp und betrachten zuerst den Boost in z!-Richtung:

coshA sinhA 0 O 01 0 0
inh A hx 0 O 1 0 0 O
AN = s o , also A=
0 0 1 0 00 0 O
0 0 0 1 00 0 O

(wir bemerken, dass A tatséchlich von der in (¢) geforderten Form ist). Die Erhaltungsgrosse ist nun

M =1, p"AY 1P = 1,0p" Azt + " Alga® = pPat — pla®.

Also ist
1
ot (z%) =z + ]%xo =2y +v'a’,

wobei z§ eine Konstante und v! = dz!/dz® die 2!-Geschwindigkeitskomponente ist. Wenn wir bertick-
sichtigen, dass fiir das freie Teilchen der z'-Impuls p' und die Energie p® auch erhalten sind, dann
besagt die letzte Gleichung gerade, dass sich das Teilchen entlang der x!-Achse mit konstanter Ge-
schwindigkeit bewegt. Dies entspricht der z'-Komponente des Schwerpunktsintegrals, welches wir aus
der klassischen Physik als Folge von Symmetrie unter Galilei-Boosts kennen. Statt von einem Galilei-
Boost kommt die Erhaltungsgrosse in der speziellen Relativitédtstheorie von einem relativistischen
Boost.

Betrachten wir nun die Rotation um die x'-Achse,

1 0 0 0 0 0 0 O

0 1 0 0 0 0 0 O
A(N) = . , also A= ,

0 0 cosA —sinA 0 0 0 -1

0 0O sinA cosA 001 O

zur Erhaltungsgrosse

M = n,,p" A%3a® 4 0,5p" Aa® = —pPa® + p®a® = —(2%p® — 2®p?).
filhrt. Das ist die 2!-Komponente des Vektors —& x p, wobei Z = (z', 22, 2%)T und p' = (p', p?,p*)7.
Es macht also durchaus Sinn, dies (bis auf das Vorzeichen) die x!-Komponente des relativistischen
Drehimpuls zu nennen.
Wenn wir statt in 2'-Richtung in die anderen beiden Richtung boosten, erhalten wir analog p’z? —
p?2® = konst. und p°z® — p32" = konst. Wenn wir um die anderen beiden Achsen drehen, erhalten wir
analog z'p? — 2%p! = konst. und z3p! — x'p? = konst. Wir haben so gezeigt, dass die verschiedenen
Komponenten des antisymmetrischen Tensors

MM = pta? — p¥xt

alle erhalten sind.

Die Komponenten M?3? = —M?3 M'3 = —M3! und M?' = —M'? sind Verallgemeinerungen der
klassischen Drehimpulskomponenten Lq, Ls und Ls. Dennoch nennen wir den ganzen Tensor M,
inklusive der drei Schwerpunktsintegrale M = —M10, M92 = —M20 M9 = —M30, den relativisti-
schen Drehimpuls des Teilchens.
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(e) Wenn wir verschiedene freie Teilchen mit Massen m; betrachten, dann sind die Drehimpulse M}
der Teilchen einzeln erhalten, also auch der gesamte Drehimpuls. Diese Situation ist aber nicht son-
derlich spannend. Erst wenn wir eine Wechselwirkung zwischen den Teilchen betrachten, wiirde eine
Gesamtdrehimpulserhaltung potentiell interessant. Dazu miissen wir alle Teilchen aber durch eine
einzige Lagrange-Funktion beschreiben. Das ist schwierig, weil verschiedene Teilchen im Allgemeinen
verschiedene Eigenzeiten haben. Wir miissten statt 7 einen anderen Lorentz-invarianten Parameter
s verwenden. Es bietet sich unmittelbar kein Parameter an, der auch eine physikalische Bedeutung
besitzt; dies erschwert die Interpretation der Erhaltungsgrosse.

Weiterfiihrende Bemerkungen und Literatur

Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe Alle méglichen A’s in (c) bilden einen Vektorraum der Dimension
6. Intuitiv ist dies der Vektorraum der ,, Geschwindigkeiten®, mit denen wir uns von der Identitét id € Ll
innerhalb von Ll entfernen konnen.

Genauer gesagt ist Ll eine Lie-Gruppe der Dimension 6; das heisst eine Gruppe, die auch eine Mannigfal-
tigkeit der Dimension 6 mit stetiger Gruppenoperation sowie stetiger Inverse-Abbildung ist. Dann ist der
Vektorraum der A’s der Tangentialraum TidLl der Mannigfaltigkeit Ll an die Identitdt id € LL. Dieser

Tangentialraum wird zusammen mit dem Kommutator [A, A'] := AA’ — A’ A auch die Lie-Algebra von Ll
genannt.

Die Lie-Algebra von Ll enthilt iibrigens die Lie-Algebra von SO(3) (bis auf Darstellung): T;q.S0O(3) sind
némlich die antisymmetrischen 3 x 3-Matrizen. Dies macht intuitiv Sinn, da auch SO(3) gewissermassen in
Ll enthalten ist.

Lie-Gruppen und Lie-Algebren sind ein Teilgebiet der Differentialgeometrie; fiir eine detaillierte Behandlung,
siehe z.B. [7].

Klassische Feldtheorien Das Problem von (e) kann mittels klassischen Feldtheorien gelost werden
(,klassisch“ bedeutet hier soviel wie ,nicht quantenmechanisch®, die Feldtheorien kénnen sehr wohl re-
lativisitsch sein).

Wenn wir instantane Fernwirkungen zwischen Teilchen verhindern wollen (da sich Information geméss spe-
zieller Relativitéitstheorie hochstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet), ist die Modellierung von Interak-
tionen zwischen Teilchen gar nicht so einfach. Wir miissen ein Feld einfiihren, welches die Wirkungen der
Teilchen aufeinander mit maximal Lichtgeschwindigkeit vermittelt. Wenn wir dies tun, miissen wir das Feld
unweigerlich auch als Teil unseres physikalischen Systems sehen und in die Lagrange-Funktion aufnehmen.
Die Mathematik der Variationsrechnung wird dann etwas allgemeiner und die Euler-Lagrange-Gleichungen
werden nicht nur die Bewegungsgleichungen der Teilchen beinhalten, sondern auch die Feldgleichungen (z.B.
die Maxwell-Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld).

Das Noether-Theorem kann auch auf Situationen mit Feldern verallgemeinert werden. Besitzt das Sys-
tem Translationssymmetrie in Raum und Zeit, dann ist der sogenannte Energie-Impuls-Tensor TH", eine
Verallgemeinerung des gesamten 4er-Impulses eines Systems aus einzelnen Teilchen auf den Fall von konti-
nuierlichen Feldern, erhalten. Besitzt das System zudem eine Symmetrie unter allen eigentlich orthochronen
Lorentz-Transformationen (LL)7 dann folgt die Erhaltung eines Drehimpulstensors J## dritten Rangs, der
sich aus x# und T*" konstruieren ldsst.

Fiir eine Einfithrung in klassische Feldtheorien, sie z.B. Kapitel 13 von [3]. Fiir eine rigorose Behandlung der
wichtigsten beiden Feldtheorien in der Physik, der Elektrodynamik und der allgemeinen Relativitatstheorie,
siehe [10].
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11 *x Noether-Theorem im Hamilton-
Formalismus

Seien z = (¢',...,p1,...) die Phasenraumkoordinaten eines Systems mit zeitunabhiingiger Hamilton-
Funktion H. Sei ¢ die Ldsungsabbildung, die dem Anfangszustand zg = z(0) den Zustand z(t) des Systems
zur Zeit t zuweist: ¢! (zg) := 2(t). ¢ ist ein kanonischer Fluss und wird durch die Hamilton-Funktion erzeugt:

(2 HE) = T2 = <)

=0

Statt H koénnen wir aber auch irgendeine zeitunabhingige Phasenraumfunktion F' : z — F'(z) betrachten.
F kann als Erzeugende eines Flusses 1" gesehen werden:

d
S|, = (e F@):

(a) Zeigen Sie, dass ¥* ein Fluss ist. Es lidsst sich zudem zeigen (Bonus: zeigen Sie dies), dass der Fluss
kanonisch ist. Erkléren Sie die parallelen zwischen 1)* und ¢°.
Hinweis: Denken Sie ans Anfangswertproblem einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ord-

nung.

(b) Zeigen Sie, dass

d it __d
O = ee )
Hinweis: Verwenden Sie, dass dF(z(t))/dt = {F,H}(z(t)) und die Antisymmetrie der Poisson-

Klammer.

(c¢) Erkldren Sie, dass die linke Seite von (11.1) null ist, genau dann, wenn F' eine Erhaltungsgrosse
ist. Erkldren Sie zudem, wieso die rechte Seite dann als Symmetrieeigenschaft gesehen werden kann.
Begriinden Sie also, wieso (11.1) das Noether-Theorem im Hamilton-Formalismus ist.

Hinweis: Dass 1> kanonisch ist, wird fir die Symmetrieeigenschaft bendtigt.

(d) Wenden Sie das Theorem auf ein Beispiel an: H = 52/2m (freies Teilchen), F' = - € fiir |¢] = 1.
Bestimmen Sie die Symmetrie (Fluss), unter der F' erhalten ist. Vergleichen Sie das Resultat mit dem
Wissen aus der Lagrange-Mechanik.

Mit dieser Version des Noether-Theorems kénnen wir keine Erhaltungsgrossen behandeln, die explizit von
der Zeit abhéingen (z.B. Schwerpunktsintegrale). Wir nehmen deshalb an, dass F und H jetzt auch explizit
von der Zeit abhéngen kénnen.

(e) Erklédren Sie, dass das Noether-Theorem dann folgendermassen aussieht:

d s _ _i A g
@F(¢ (Z)7S+t) =0 - d)\H(d) (Z)at) )\:0+ 8tF(Zat)7 (112)

Was sind die physikalischen Bedeutungen der verschiedenen Terme? Bonus: Erkldren Sie, wieso die
rechte Seite eine sinnvolle Symmetrieeigenschaft ist.

(f) Wenden Sie das allgemeine Noether-Theorem (11.2) an: H = Zszl P7/2my, (N freie Teilchen). Zeigen
Sie, dass die drei Schwerpunktsintegrale

B N N N
Mt_X’ wobei PZ;pk7 M::;mk, X :kz_lmkxk,

erhalten sind und die entsprechende Symmetrieen die Galilei-Boosts sind.
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Losung

Die Losung wird moglicherweise spéter noch hinzugefiigt. Bis aufs weitere ist sie der Leserin und dem Leser
als Aufgabe iiberlassen.

Weiterfithrende Bemerkungen und Literatur

Diese Aktivitit wurde in der Ubungsstunde nicht behandelt.

Die Version des Noether-Theorems, die wir in der Lagrange-Mechanik verwenden, wird in einfiihrenden
Biichern und Vorlesungen iiber klassische Mechanik meistens der hier behandelten Hamilton-Version vorge-
zogen, obwohl die Hamilton-Version vergleichbar méchtig ist. Dies kann verschiedene Griinde haben:

(i) Langrange-Mechanik ist zumindest anfangs einfacher zu verstehen als Hamilton-Mechanik, da die
Hamilton-Mechanik schon friih fortgeschrittene Konzepte aus der Differentialgeometrie benttigt, wie
z.B. Differentialformen und spéter symplektische Mannigfaltigkeiten.

(ii) Die Lagrange-Version ldsst sich besser auf relativistische Feldtheorien erweitern, weil das Wirkungs-
integral eines Feldes bereits Lorentz-invariant ist. Hingegen konnen in der Hamiltonschen Feldtheorie
nicht so einfach Lorentz-invariante Skalare gefunden werden.

(iii) Die Lagrange-Version ist dhnlich michtig wie die Hamilton-Version. Mit dem allgemeinen Lagrange-
Noether-Theorem sind also die allermeisten Fille abgedeckt.

Aber natiirlich gehort die Hamiltonsche Mechanik zu einem guten Versténdnis der klassischen Mechanik
dazu. Fortgeschrittene und mathematisch rigorose Lehrbiicher zur klassischen Mechanik sind z.B. [16] und
[13].
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